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Examen de la Mécanique du Point Matériel

On considére le repére fixe R(O,7,7, E) (repére absolu), (xOy) etant le plan vertical.
Soit un cerceau (C) de centre O, et de rayon R, en mouvement dans le plan (xQy) tel

que 00; = bl + %atzf avec: a et b étant des constantes positives non nulles. On désigne
par R, (04,13, 75, Ky ) un repére lié au cerceau (repére relatif) tel que ;= 1,75 = 7, kg =
k. Soit un point M, de masse m, se déplacant sans frottement sur le cerceau (C) et repéré

dans R, par I’angle 6 (voir la figure ci-dessous). On suppose qu’a t = 0, 8 =0 et
E,(M/R) = E,(M/R;) = 0.
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N.B : Toutes les expressions vectorielles doivent étre exprimées dans la base (E,, ,€4.€7).

I-Etude cinématique de M

1- Par calcul direct
1- 1- Exprimer les vecteurs de base 17, J; et k; dans (€,,8p.,€;)

1- 2- Exprimer le vecteur position OM.
1- 3- Exprimer la vitesse absolue de M : V,(M).
1- 4- Exprimer I’accélération absolue de M : ¥, (M).

2- Par les lois de decomposition de mouvement

2- 1- Exprimer la vitesse relative V,.(M), la vitesse d’entrainement V,(M) et retrouver la vitesse absolue
Va(M).

2- 2- Exprimer I’accélération relative y,.(M), I’accélération d’entrainement y,(M), ’accélération de
Coriolis y.(M) et retrouver I’accélération absolue y,(M).

I1-Etude dynamique de M

1- Le repére %R, est-il Galiléeen ou non Galiléen ? Justifier votre réponse.

2- En appliquant le principe fondamentale de la dynamique dans le repére Ri, déterminer une équation
différentielle du second ordre en t vérifiée par 6 et les composantes de la réaction R, exercée sur M par la
tige.
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I11- Théoremes généraux

1- Application du théoreme du moment cinétique dans le repere Ry
1- 1- Exprimer le moment cinétique en 0, du point M : o, (M /R,)
1- 2- Exprimer les moments des forces dans le repere R,
1- 3- En appliquant le théoreme du moment cinétique dans le repere Ry, retrouver 1’équation différentielle
du second ordre en t vérifiée par 6.
2- Application des théorémes d’énergie cinétique et d’énergie mécanique
2- 1- Montrer que la force F, est conservative.
2- 2- Calculer I’énergie potentielle de M par rapport a R, sachant que :
Ey(M/R1) = Ep(P/R)) + Ep(Fe/Ry).
2- 3- Calculer I’énergie cinétique de M par rapport au repere Rj.
2- 4- En appliquant le théoréme de 1’énergie cinétique dans le repere Ry, retrouver 1’équation différentielle
du second ordre en t vérifiée par 6.
2- 5- En appliquant le théoréme de I’énergie mécanique dans le repere ‘Ri, retrouver 1’équation
différentielle du second ordre en t vérifiée par 6.
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Correction de 'examen de Mécanique du Point Matériel

yip -
e, — — . —
p e, = cosf1; + sind j;
eg = —sinf 1; + cosO )
—
e, =k
- d(ES) — a5 d(%)) _ _p= d(e:’)) _0
X1 at Jg, - 966 at Jg, - gep at Jg, =0

R, est en translation par rapporta R = Q (R/R,) = 0

I-Etude de la cinématique de M
1- Par calcul direct

1- 1- On exprime les vecteurs de base 17, J; et k; dans (8, ,€0,¢,)
1; = cosf e, — sinf eg
J1 = sinf e, + cosf ey
ki =e,
1- 2- On exprime le vecteur position OM.
OM = 00, + O;M = bl + - at2] + Re, (a et b étant des constantes positives non nulles)
]T =7 k1 = k
OM = bcos e, — bsinf eg + %at2 (sinfe, + cosd eg) + Re,

l

-
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U

1 . . 1 —
= (R + bcosf + Eatzsinﬁ ) e, + (—bsind + Eatzcose) €y

1- 3- On exprime la vitesse absolue de M : 17;(M) par calcul direct
Premiere méthode :

—_—

OM = 00, + O;M

V,(M) d oM 400, L 40.M 400, LLoMy Q(R,/R)AO;M = at |, + Rbeg
dt R dt R dt R dt R dt %,

= atsinf e, + (RO + atcosb) eg
Deuxieéme méthode :

_ d OM d 1 _
V,(M) = v T [(R + bcosO + = atZSan ) (—bsin@ + Eatzcose) 89]

R

(R + bcosO + = atzsmﬁ ) Oeg + (—bé?sine + atsinf + %at@cos@)e_p)
( —bsinf + —atzcose) Bep ( bOcos6 + atcosh — %atzésine )eT;
[ bOsind + atsinf + —atZQCOSH + bBsinh — %atzécose ]e_p)

[RH + bOcosh + = at2951n9 bOcos6 + atcosh — %atzesme] eg

= atsinfe, + (RO + atcosf)ey

1- 4- On exprime I’accélération absolue de M : y, (M) par calcul direct
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Premiére méthode :

. dV,(M) dV,(M) . .,
YaM) = ———| = ——=| + QR;/R) AV,(M)
dt dt
R Ry
= asinb e, + atdcosb e, + atdsinb eg + Rbeg — R6%e, + acosb eg — atdsind eg
— atfcosbe,

= (asinf + atfcosf —RO? —atbcosh )e, + (acosO + atdsinf — atdsinf + RO) eg
= (asinf —R6? )e, + (acosO + R6) ey
Deuxieme méthode :

oy GVROD | d .
aM) = —7—| =+ [atsinfe, + (RO + atcosb)eg]

R
—_ ; —_ ; . —_ A— ; 2——> —_ . B —_—
= asinfe, + atbcosbe, + atfsinbeg + Rbeg — RO e, + acosbeg — atbsinbegy

; . , 20—, , .
— atBcosbe, = (asin — RO )e, + (RO + acosb)ey
2- Par lois de décomposition de mouvement
2-1-
@ L’expression de la vitesse relative IZ(M)

do.M d(Re, N
o) D)
t R t R

1 1

V(M/R,) =

= V(M/R,) = Rbey
@ L’expression de la vitesse d’entrainement I7e (M)
V.(M) = V(0,/R) + Q(R,/R) A O M = atﬂ = atsinf e, + atcos6 ey
@ On déduit la vitesse absolue 1_/;(M).
V,(M) = V,(M) + Vo(M) = atsinf e, + (Rf + atcosh) eg
2- 2-
@ L'expression de I'accélération relative ¥, (M)
¥:(M) = —R6%e, + R &g

& L’expression de I'accélération d’entrainement y, (M)

. R dQ (R, /R) . L .
Ve(M) = y(01/R) + ————| A O:M +Q(®R/R) AQR/R) A 0 M)
R
) d(Gat’i)\ _
7(0./R) = — gz | =@ = asinb e, + acos0 eg

R

dQ (R/R s
M) AOM=0A0M=0
dt .

AR/R) A @QR/R) A O M) = wkA(wkARe;)=0
Ye(M) = asinf e, + acosf eg
& L’expression de Coriolis y,(M)
(M) = 20 (R/R) AV (M) =0
@ On déduit I'accélération absolue ¥, (M)
YaM) = ¥.(M) + Ye(M) + Y.(M) = (asinf —R6%)e, + (acosO + RH) g
1I-Etude dynamique de M

1- Le repere R, est ou non Galiléen car il est en mouvement de translation non uniforme par rapport au repére
fixe R (galiléen).



2- Application du principe fondamentale de la dynamique dans le repére R;
& On détermine une équation différentielle du second ordre en t vérifiée par 0
R, est non Galiléen = my(M/R,) = X Fore + Fo + Fo= P+ R+ E, + F,
L’inventaire des forces :
+ P=mg= —mgj; = —mgsind e, —mgcosb eg : Poids de M ;
+ R = R,e, + Rgeg + R,e, : Laréaction
Mouvement sans frottement = la composante tangentielle de la réaction est nulle c'est-a-dire :
Ry =0 = R= R,e, + R,e,

+ F, = —my,(M) = —masin6 e, — macos6 ey : force d’inertic d’entrainement ;
£ F, =—-my,(M) =0 : force d’inertie de Coriolis.

P.F.D dans R, s’écrit :
—mRO%€, + mROeqg
= —mgsinf e, —mgcos6l eg + Rye, + R,e, — masinf e, — macosb eg
=  (mgsinf + masin® — mRé? — R,)e, + (mRI + mgcosO + macosb)es — R,e, =0
mgsinf + masing —mR6* —R, =0

= mRO + mgcosO + macosf = 0
R,=0
6 + ‘g%cos =0
= R, = mgsinf + masing — mR6?
R,=0

= Equation différentielle du second ordre en t vérifiée par 6 : 6 + g%cose =0
@ Les composantes de la réaction R, exercée sur M par la tige.
R, = mgsinf + masinf — mRro? et  R,=0
Réaction R exercée sur M par latige : R = (mgsinf + masinf — mR?)e,
I11- Théoremes généraux
1- Application du théoreme du moment cinétique dans le repere R,
1- 1- Expression du moment cinétique o, (M /R)
Go,(M/R,) = 0;M AmV(M/R,) = Re, AmRleg = 05, (M/R,) = mR*0e;
1- 2- Expression des moments des forces dans le repére R;
Mo,(P) = 0,M AP = Re, A(—mgsind e, —mgcos6 eg) = —mgR cosOe,
M,.(R) = 0,M AR = Re; A(R,e, + R,e;) = — RR,&g
Mo, (Fe) = 0.M AF, = Re; A(—masinb e, — macos6 eg) = —maRcosOe,
+ M,.(F.)= 0;M AF,= Re; A0 =0
1- 3- En appliquant le théoréeme du moment cinétique dans le repére Ry, pour retrouver les composantes de la

-+ #

réaction R, exercée sur M par la tige.

N.B : Pour appliquer le théoreme du moment cinétique dans le référentiel R,, il est préférable de choisir un
point fixe dans R.

Pour un point mobile A dans R, ce théoréme, s’écrit :

dao,(M/R,) . _ N L _ .
BT ) = Ma (Z Fext) + Ma(Fe) + ML(Fe) +mV(M/Ry) A V(A/Ry)
Ry
R, est non galiléen et O; est fixe dans R; =
dag,(M/R,)

) = 3 (Y o) + 36, + 30,(R)
R

1

dt
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da—m’w/ml)) e
- 35 - Z
Ry

dt
= —mgR cosOe, — RR,eq — maRcosfe, = mR?*0e;
= —(mgR cosO + maRcosO)e, — RR,eq = mR?*0e;
{ng cosO + maRcosf = mR?6 N {(9' + g%cos@ =0
Rz =0 Rz =0

. . o +a
= On retrouve I'équation du mouvement 6 + gT cosd =0
2- Application des théorémes d’énergie cinétique et d’énergie mécanique
2- 1- Montrons que la force F;Z est conservative.

F, = —masinB e, — macosf eg = —maj;
— a
11 a_xl 0
-, — - 0 — — R
rot(Fe) = |1 5y, ~Ma| = 0= F_ est conservative dans %
-— i)
kl 6_21 0

2- 2- Calculons 1’énergie potentielle de M par rapport & Ry, sachant que E,(M/®,) = E,(P/R,) + E,(F./%,)
Energie potentielle dérivée par F,, par rapport au repére R; :
dE,(Fe/R,) = —dW(F,./R,) = —F,dO:M = maj;.(dxi1; + dyij; + dziky)
ME(x10y1)Vt:> dZ]_:leo
= dE,(F./R,) =mady,
Ep(ﬁe)/iRl) = may, + cste
vy, = Rsinf = E, (E)/iRl) = maRsin6 + cste
Energie potentielle dérivée par P par rapport au repere Rj:
dE,(P/R,) = —dW(P/R,) = —PdO;M = mgj;. (dx,i; + dy;); + dz;1k;)
ME(X10y1)Vt$ dZ1=Zl=0
= dE,((P/R,) =mgJ;.dy:); = mgdy,
= E,(P/R,) =mgy, + cste
= E, (ﬁ/SRl) = mgRsinf + cste
Alors I’énergie potentielle de M par rapport a R, est :
E,(M/R,) = maRsin8 + mgRsinf + cste

vVt=0,06=0 E,(M/R,;) =0 = cste =0
E,(M/R,) = mRsinf(a + g)
2- 3- Calculons 1’énergie cinétique de M par rapport au repére R;.

1 o 1 - 2
E((M/Ry) = mV2(M/Ry) = - m||[V (/%))

= E.(M/R,) = %mRQZ
2- 4- En appliquant le théoréme de 1’énergie cinétique dans le repére R, pour retrouver 1’équation différentielle
du second ordre en t vérifiée par 6.
R, est non galiléen = dE.(M/R,) = dW (X F,.. ) + dW(E,/R,)
dW(ﬁ/iRl) = 0 (\Voir le cours)
YF,.=P+R ol R =Ryeq+ R,e,
= dE.(M/R,) = dW (P/R, ) + dW(R/R, ) + dW (Fe/Ry)

Il
ol



dE.(M/R,) dW(P /R,) dW(R/R,) dW(F./R,)
= = + +

dt dt dt dt
_ dEc<0nl4t/m1> = P(P/R,) + P(R/R,) + P(E,/R,) (P : puissance)
dE,(M/R
—C(dt/ D _ mR269

P(P/%R,) = P.V(M/R,) = (-mgsinf e, —mgcosb eg).Rfe, = —mglcosd
P(M/®R,) = P.V(M/R,) = (Rees + R,e;).Re, =0
P(R/%R,) = F,.V(M/®R,) = (—masin e, — macos6 €g).Rfe, = —macosORY
= mR?660 = —mgcosd — macosO.RO = RO + mgcosd + acosO = 0
= On retrouve 1’équation différentielle du mouvement : 6 + gR# cosf =0

2- 5- En appliquant le théoreme de I’énergie mécanique dans le repére ‘Ri, pour retrouver I’équation
difféerentielle du second ordre en t vérifiée par 6.

——

Rappel : F,. : Les forces non conservatives
Théoréme de 1’énergie mécanique dans un référentiel non galiléen Ry

dE,(M/R,) = dW (E,./R,) + dW (F,/R,) si F, est non conservative
Si a est conservative, ce théoréme s’écrit : dE,,,(M/R,) = dW(m/ R,
En tenant compte de 1’énergie potentielle dérivée par K dans le référentiel R.

R, est non Galiléen = dE,,(M/R,) = dW(m}/ﬂil) en tenant compte de 1’énergie potentielle dérivée par E)
dans le référentiel R, (ﬁe) est conservative dans R).
dEn(M/R1) _ dW (Fye /R1)

dt dt = P(Fy /R1)
En(M/R,) = E.(M/R,) + E,(M/R,) = %mRéz + mRsinf(a + g)
dEn(M/R,)

7 mR?66 + mROsind(a + g)
Fie=R = P(Fc /%) = P(R/Ry) = RV(M/R)) = (Ro®g + R,&;).RbE; =0
= RO + mgcosh + acosf = 0 = RO + mgcosh + acosf =0

. . ppr . A +a
= On retrouve 1’équation différentielle du mouvement : 6 + gT cosf@ =0




