Quelques contréles corrigés

Contréle continu : Novembre 2013

EXERCICE 1 (6 points)

Dans un référentiel R(O,

i7 E) les coordonnées d’un point matériel M sont données
par les fonctions du temps z(t) =

=t y(t) =t(t—1) et z(t) = 0 ou ¢ est le temps.

1) Déterminer ’équation cartésienne de la trajectoire du point M. En déduire sa

nature.
2) Déterminer les composantes et le module de la vitesse V(M /R) & 'instant ¢.
3) Déterminer 'accélération 7(M/R).
4) Discuter la nature du mouvement de M en fonction de .
5) Déterminer les vecteurs de la base de Fresnet (7,7, b), sachant que b = k.
6) En déduire les composantes tangentielle et normale de I’accélération du point M.
7) Déterminer le rayon de courbure de la trajectoire en fonction de ¢.

PROBLEME (14 points)

Dans un repere R(O, XY Z) supposé fixe et muni de la base orthonormée directe
(.7, E) un cercle (C') de centre O; et de rayon a passe par l'origine O. On désigne par
R1(01,X1Y177) le repere lié au cercle et muni de la base orthonormé directe (’Ll,jl, k:)
Le cercle (C)/E)urne dans le plan (OXY') avec la vitesse angulaire constante w telle

que (i,i1)=(j, 1) = ¢(t) = wt, comme indique la figure ci-dessous. Un point maté-
riel M se déplace sur le cercle (C') avec une vitesse angulaire constante w telle que

—_

(i1, é'p):(fl, €,) = p(t) = wt. On désigne par Ro(O1, X2Y27Z) le repere lié au point M et
muni de la base orthonormée directe (€, €y, k).
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Mouvement dans un champ de force centrale

-

Toutes les grandeurs vectorielles doivent étre exprimées dans la base (Zl,jl,k).

|- Etude du mouvement de M dans R

1) Exprimer les vecteurs €, et €, en fonction des
vecteurs ¢ et ji.

—
2) Déterminer le vecteur position OM du point
M.

3) En déduire la vitesse absolue et 'accélération
absolue du point M.

[I- Efude du mouvement de M dans R,

On suppose que R;(01, ?1,51, E) est le repeére relatif,

R(O, i 7, E) étant le repere absolu.

1) Vérifier que le vecteur rotation Q(Ri/R) =
wk.

2) Déterminer la vitesse relative V, = V(M /R1)
et la vitesse d’entrainement V, du point M.
3) Déterminer 'accélération relative 4, = (M /Rq), 'accélération d’entrainement
e et I'accélération de Coriolis 4, du point M .

4) En déduire la vitesse absolue V(M/R) et Paccélération absolue (M /R) du point
M. Comparer les résultats trouvés avec ceux calculés en I-3).

III- Etude du mouvement de M dans R

- —

On suppose dans ce cas que le repere R (02, €,, €,, k) est le repere relatif, R(O, 1, 7 E)
étant le repere absolu.
1) Déterminer €{(Ry/R1). En déduire que (I(Ry/R) = 2wk.
2) Déterminer la vitesse relative V, = V(M /Ry) et la vitesse d’entrainement V, du
point M.

3) Déterminer 'accélération relative 4, = (M /R3), 'accélération d’entrainement
e et I'accélération de Coriolis 4, du point M.

4) En déduire la vitesse absolue V(M/R) et Paccélération absolue (M /R) du point
M. Comparer les résultats trouvés avec ceux calculés en I-3) et II-4). Que peut-on
conclure ?

Corrigé Contréle continu : Novembre 2013

Note : Deux méthodes sont proposées pour la solution de certaines questions. Pour éviter toute
confusion & propos du baréme, seule la premiére méthode est notée. Priére d’appliquer le méme baréme
a la deuziéme méthode.

Contact: elkacimi@uca.ma Département de Physique - FSSM 2015/2016
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EXERCICE 1 (6 points)

Les coordonnées d’un point M sont données dans le référentiel R(O, XY Z) par les fonctions du temps
z(t) =t, y=1t(t —1) et z(t) =0 ot ¢ est le temps.

1) L’équation cartésienne de la trajectoire du point M est obtenue en exprimant y = y(z) : 0.75pt

z(t)=t

y(t) =t - =ale—1) = [y=a’ 2| et z=0. ‘

C’est ’équation d’une parabole.

2) Calculons la vitesse V (M/R), sachant que le vecteur position est OM = zi+yj 0.75pt
——
— dOM
V(M/R) T
R
V(M/R) = #i+yj

= i+ (2t-1)j.

Le module de la vitesse est égal a

Vo= IVO/R)| =V (M/R) - V(M/R)
= A E-D) G- D) = VIT R -1 = VA -4t 2.
3) L’accélération du point M par rapport & R est donnée par 0.5pt
- dV (M/R
/) = DEIR)
R
= 2]

st accéléré ou bien retardé, nous avons deux méthodes.

Méthode 1 : On utilise le produit scalaire entre ’accélération et la vitesse

., . av
VO/R) MR = v
= ([@(+@-1j)-2
= 202t —1)
ce qui implique que % a le méme signe que (2t — 1) :

YV>) = 2-1>0=1¢>

o mouvement accéléré

1
2

av

<0 = 2t-1<0=0<1t< % mouvement retardé ou décéléré

Contact: e <ac 'mi Queoaa Département de Physique - FSSM 2015/2016
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Mouvement dans un champ de force centrale

Méthode 2 : On calcule directement la dérivée par rapport au temps du module de la vitesse V :

dVv d
o LIt 2]
i o [VIF e
2(2t — 1)
T+ (2t —1)?
on en déduit que % a le méme signe que (2¢ — 1), ce qui donne

{ % >0 = 2%—-1>0=t¢ mouvement accéléré

< % mouvement retardé ou décéléré

all
Il

i+ (2t -1)7

T+ (2t —1)2

Le mouvement se fait dans le plan Oxy ce qui implique que b=k D’ou, I'expression de 77 est
égale a

Su
Il
BT

-

AT
N i+ (2t —1)]
T+ (2t —1)2

\
e

—2t—1)i+7]

V1t @t—1)2

6) Calcul de Paccélération tangentielle ; : deux méthodes

Méthode 1 : Connaissant ’expression de Y(MR) et de 7, on déduit I'accélération tangentielle
par

IV(M/R)|

22t — 1)
T+ (2t —1)2

Méthode 2 : On calcule 'accélération tangentielle a partir de la dérivée par rapport au temps
du module de la vitesse

av

dt

% [ 1+(2t—1)2]
202t — 1)
1+ (2t 1)

Calcul de I’accélération normale ~,, : deux méthodes

Contact: elkacimi@uca.ma Département de Physique - FSSM 2015/2016
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Méthode 1 : Connaissant ¥(M/R) et i, on déduit v, par

Yo = F(M/R)-ii
Tt (2172

2
S Ve @

Méthode 2 : On déduit vy, & partir de ¥(M/R) et 7 par

T = \VHM/R) =7
_ 4(2t — 1)2
- 1+ (2t—1)2
o Ja—a2t—1)2 442t - 1)?
N 14 (2t —1)2
2

VIt @t—1)2
7) Calcul du rayon de courbure R : deux méthodes 0.5pt

Méthode 1 : on utlise vy, et on obtient

e (1+(2t71)2)><< 1+(2t71)2>

Tn 2

- %(1—}—(275—1)2)3/24 @

Méthode 2 : on utilise V(M/R) et F(M/R) comme suit
V3
IV(M/R) A5(M/R)]
(1+ (2t —1)?)*?
I12k]

R

R =

. 3/2

(1+ (2t —1)%)

N | =

PROBLEME (14 points)

Données du probléme :
R(0, XY Z) est le référentiel fixe muni de la base (7,7, k) ;

R1(01,X1Y1Z1) est un référentiel mobile muni de la base

(Zlyfl7 E) tel que (;7 ;1):(57.;1) = Qa(t) = wil,;
R2(02,X2Y27Z5) est un référentiel mobile muni de la base

—

(85, E,, k) tel que (i1,8,)=(J1,€,) = o(t) = wt. w est constante.

Contact: elkacimi@uca.ma Département de Physique - FSSM 2015/2016
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-

Toutes les grandeurs vectorielles doivent étre exprimées dans la base (Zl,jl,k).

[- Etfude du mouvement de M dans R

1 t . . s s
1) Expressions de €, et &, en fonction i1 et ji :
nous projetons les deux vecteurs respectivement comme suit

= COSpt1 + Singj1
<>
€y, = —Sinpii + CcosYji

o
A~
|

—
0.5pt 2) Expression du vecteur position OM de M :
—_— — —— -
OM =001 +01M = a1+ aé'p
= a (;1 + cosgofl + sincpjl)
= a [(1 + cosp)ir + sinapﬁ] . @
2.5pt 3) Expressions de la vitesse V(M /R) et de Paccélération J(M/R) :
—
—~ dOM
VIM/R) = ——
R
= a —¢Jsin<pfl +(1+ cosap)% + gbcosapfl + sincp% }
R

R

= aw [—QSinprl +(1+ 2COS§0);1] .
et

dV(M/R)

FM/R) = S

R

= aw? [—2(:054,0;1 - 25in<p;1 - QSincpjl -1+ 2cos<p)fl]

= —aw? [(1 + 4cos<p)fl + 4singafl} . @

[I- Etude du mouvement de M dans R;

1) Vérifions expression de 3(R1/R) :

s - . rd d?l 2 .7 -
11 = COSpl + sinyj —> ar =@j1 =Pk Niq
R
comme
di- di. - 4
S = B L GRR) AT = G(R1/R) AT
dt . dt .
1
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en comparant cette derniére expression avec celle calculée auparavant, on en déduit que

[ 77) (1)

2) Expressions de V, = V(M/R1) et de V. de M : 1pt
V. = dO1M
T dt
R1
d - .=
= n [a (coscpzl + s1n<p31)}
= aw <fsingm?1 + cosgafl) . @
et
V. = V(O0i/R)+Q(Ri/R)ANOM

= awjl + awk A [cosnpfl + sinnpjl]

aw [—sincpfl +(1+ coscp)jl]

3) Expressions de 4, = ¥(M/R1), Je et de e : L.5pt

. v,
T T
R1
_ 2 |: - . -2 ] @
= —aw” |cosyil + singj | .
et
- dV(O/R dO(R1/R — B
Jo = (dt/ ) (d;/ ' A + G(Ry/R) A (G(Ry/R) A D1 )
R R
= an [—;1 +E/\ (E/\@)]
= aw [—;1 —€p
2 s . -
= —aw [(1 + cosp)i1 + s1n<pj1] . @
et

Fe = 20(Ri/R) AV,
= 2aw’k A (fsinnpfl + cosnpﬂ)

= —2aw? (coscpa + sin¢f1) . @

4) Expressions de V, = V(M/R) et de Fo = F(MR) : 1.5pt
Va = Vr + ‘_/;
= aw <fsingm?1 + cosgafl) + aw [fsingmﬁl +(1+ cosga)fl}

D

aw [7281D§07?1 +(1+ 2cos<p)]1] 0.5pt
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et
Ya = ’V’r + ’Ve + 5"0
= —aw’ (cosnpfl + singafl) — aw? [(1 + cosga)zl + simpjl] — 2aw? (cosnpfl + singafl)

= —aw? [(1 + dcosp)in + sincpjl] .

On note que les résultats obtenus par décomposition des mouvements sont identiques & ceux

obtenus par le calcul direct.

III- Etude du mouvement de M dans R

1) Expression de (}(R2/R) :
Méthode 1 :
Expression de Q(R2/R1) :

dé,

€, = coscp51+sin<p31:> i

R1
comme
de,
dt

dt

+ Q(Ra/R1) A, = (R2/R1) AE,
R2

R1

en comparant cette derniere expression avec celle calculée auparavant, on en déduit que

‘ Q(R2/R1) = ok ‘

Comme (R1/R) = wk et §(Ra/R1) = wk ce qui implique que 3(Ra/R) = G(R2/R1) +

Q(R1/R) = 2wk.

Méthode 2 :
o - . = de, . . - = o DA
€, = cos(2p)i+sin(2p)j = | = 2¢ (—sm(2<p)z + cos(2<p)j) = 2wé, = 2wk Né,
R
avec &, = —sin(2¢)i 4 cos(2¢)j. Comme
de, de, = =
% = % £ G(Ra/R) A8y = F(R2/R) A&,
R R1

et en identifiant cette derniere expression a celle trouvée dans I'expression précédente, on déduit
que

O(R2/R) = 2wk.

2) Expressions de V,, = V(M/Rs) et de V. de M :

‘7 _ dO1 M @ _ 6
T dt dt e
Ro Ro
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et

V. = V(0i/R)+(Ra/R) AOM
= awji + 2awk A €p

= awjl + 2aw <fsingm?1 + cosgaﬁ)

= aw [—2sin<pfl +(1+ 2COS(P)_;1] .

3) Expressions de 5, = ¥(M/Rz2), Ye et e : 1.5pt

B AV (M/R>) R @
r = =0
dt
Ra
et
- dV (01 /R Q(R2/R — -
7. = (d;/ )| X dat/ | A Gl + G(Ra/R) A (Q(RQ/R) AolM’)
R R
= —aw’i + 2wk A <2wE A a€p)
= —anZl — 4aw2€p = —aw? [(1 + 4cos¢)f1 + 4sin<pj’1] @
et

Y. = 20(R2/R)AV(MRs) = 0. @

5) Expressions de la vitesse absolue V, = V(M/R) et de Jo = F(M/R) : 1pt
Vo = V(M/R)=V,+V.
= aw |:72Sin(p’71 +(1+ 2cosga)]1} @
et
’Va = 5"7‘ + ’3;6 + ’Vc

= —aw? [(1 + dcosp)in +4Sin<p§1] . @

—

On constate de nouveau que V, et ¥, sont identiques aux expressions trouvées en I-3) et II-

4). @
On en~conclut que les expressions de V, et de Yo sont indépendantes du choix du référentiel

relatif. Elles ne dépendent que du référentiel absolu.
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Contréle final : janvier 2014

Exercice

Soit R(Oxyz) un repere muni de la base cartésienne (7,7, k). Une roue circulaire de rayon R et de
centre C roule sans glisser ? sur ’axe Oz tout en restant sur le plan Ozy, figure 4.1. Un point A de la roue
coincide a l'instant initial ¢ = 0 avec l'origine du repere O. Le centre C' est repéré par les coordonnées
. selon iet ye selon ; et sa vitesse est constante et égale a V..

1. Calculer les distances parcourues pendant la durée dt par ’
A et par C. En déduire que ¢ = %t.
2. Déterminer les coordonnées du point A & l'instant ¢ dans
la base cartésienne. A
3. Calculer le vecteur vitesse de ALV(A/R). En déduire 'ex- Vc
pression de son module V = ||V (A4/R)]|. .
4. Calculer les coordonnées des positions de A pour lesquelles i T
la vitesse est nulle ? Ke O4i’{>
FIGURE 4.1 -

—
5. Calculer le vecteur unitaire g de la direction du vecteur CA. En déduire le vecteur 4, tangent
a la roue au point A.

6. Montrer que le vecteur V(A/R) peut etre décomposé en deux vecteurs de méme module, I'un
est parallele a Ox et 'autre est tangent a la roue.

2. Le roulement sans glissement de la roue implique que pendant une durée dt, la distance parcourue
par A est égale a la distance parcourue par C.
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Probléme

Soit R(O, zyz) un référentiel muni de la base cartésienne (i, J, k).
On considére un systeme formé par deux tiges rigides de masses
négligeables (OA) et (AB), avec |OA| = Ly. La tige (OA) est
articulée en O et tourne autour de Oz avec une vitesse angulaire
constante 0(t).

Soit R1(A, z1y121) un référentiel muni de la base (i1, j1,k1). La
tige (AB) est articulée en A & la tige (OA) et tourne dans le
référentiel R1 avec une vitesse angulaire constante ¢(t), voir fi-
gure 4.2.

Un anneau P se déplace sur la tige AB par rapport a R1 avec une
vitesse constante vp. A l'instant initial ¢ = 0, les barres OA et
OB sont colinéaires avec Oz, 6y = ¢o = 0, et 'anneau se trouve
en A.

La position de I’'anneau P est repérée dans R par ﬁ = pé,.
Dans la suite du probleme, R est le référentiel absolu et R1 est
le référentiel relatif dont le vecteur de rotation est Q(R1/R) = 0.

Toutes les grandeurs vectorielles doivent étre exprimées dans la base (Zl,jl ,EBGURE 4.2 —

1. Calculer p en fonction de t et de vp.

. Calculer la vitesse relative V. = V(P/"Rl) et la vitesse d’entrainement V. de I’anneau P.

. En déduire la vitesse absolue V, = V(P/R) de Panneau P.

. Calculer l'accélération d’entrainement 7. et I'accélération de coriolis 4. de 'anneau P.

2
3
4. Calculer L’accélération relative 7, = 4(P/R1) de 'anneau P.
5
6

. En déduire I'expression de 'accélération absolue ¥, = (P/R).

Corrigé : contréle final Janvier 2014

QUESTIONS DE COURS (4 points)

1. Sachant que R est galiléen et en dérivant ¢, (M/R) par rapport au temps dans R on obtient

——
3o (M/R) doM| — dF(M/R)
dt T dt NPM/R) + OM A dt
R R R
comme F(M/R) = mV (M/R) alors
dgo(M/R) o A WPM/R)
dt dt

R R

En appliquant le principe fondamental de la dynamique, dg(M/R)/dt = F, on obtient

ddo(M/R) —

dt

= OMAF =M, (F).

Contact: elkacimi@uca.ma

Département de Physique - FSSM 2015/2016
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Mouvement dans un champ de force centrale

2. Etablissons la dérivée par rapport au temps du moment cinétique évalué par rapport & un point oot
mobile A, sachant que Ga(M/R) = AMANp(M/R)

dAM

déa(M/R)
Cdt

dt

Aﬁ(M/R)+Z?\7/\ %

R R

— ——
Si l'on fait interposer le point O, AM = E + OM on obtient

R

— —
dAM dAB dOM - ~
R R R
ce qui donne
dda(M/R — o _
% = MA(F)+F(M/R) AV(A/R).
R
ot 3. éppliquons le théoreme du moment cinétique au point O1, origine de R1 en notant par ﬁe et
b fic respectivement les forces d’inertie d’entrainement et de Coriolis :
T
d&ol (M/Rl) o dOlM - — dﬁ(M/R1)
dt T dt APM/Ra) + Ot M A =2
R1 R1 R1

= mA(ﬁ+ﬁe+ﬁc)
Mo,

(F+ fie + fic)

CORRIGE DU PROBLEME (16 points)

R(O, zyz) est le référentiel géocentrique supposé galiléen.
Le satellite S n’est soumis qu’a 'action de la force gravitationnelle F de la Terre, leffet des autres
interactions étant considéré négligeable.
Soient Mt et Rt respectivement la masse et le rayon de la Terre. G est la constante gravitationnelle.
Soit m la masse du satellite, supposée négligeable devant celle de la terre, m << Mr.
La position du satellite est repérée par OS.

0.5pt 1. L’expression de la force gravitationnelle F est

- M-
Fo- _Gmirse
032
1pt 2. Comme la force gravitationnelle est une force centrale, F // O? , alors son moment par rapport a

O est

M(F) = 0§ p —GAM1m 58 _ 5

BXE

Aussi le théoréme du moment cinétique permet d’écrire

dO’o(S/R) _ ;\—/l—o)(ﬁ)26
dt
= F,(S/R) = constante

Contact: elkacimi@uca.ma Département de Physique - FSSM 2015/2016
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Go(S/R) est constant en module, en direction et en sens. Comme il est perpendiculaire simul-
tanément a OS et a la vitesse de S par rapport & R alors le mouvement a lieu dans le plan

perpendiculaire & &, (S/R).

On choisit le plan du mouvement de S confondu avec le plan Oxy et on utilise les coordonnées
polaires (p, @) pour repérer la position de S.

3. Calculons la vitesse sachant que O? = pé,
408
dt

R

V(S/R) = pé, + ppe,

ce qui donne pour le moment cinétique de S par rapport & O dans R
7.(S/R) = OS5 AmV(S/R)
= mpé, A (pep + ppey) = mPQSbE

7.(S/R
La constante des aires C :M: P2

o m 2.5pt
4. L’énergie cinétique E. est donnée par

1 1 . .
E. = EmVQ(S/R) =3m (P> +p°¢%) .

Comme C = p*p = ¢ 2? ce qui donne pour I’énergie cinétique

1L (., C?
E. = §m<p +F>

L’attraction gravitationnelle est conservative. On calcule directement son énergie potentielle
comme suit

dE, — —ﬁ-dcﬁ:%ap-(dpéﬁpdep)

GmMT GmMT

= po == E, = — + Constante

nous avons utilisé é, - de, = €, - (dpe,) = 0. Comme E, — 0 quand p — 400, la constante est

GmMT
P

L’énergie mécanique F,, est égale a

nulle. Ainsi Ep = —

1 2 M
E,, = E0+Ep:§m<p2+%>_Gm7pT4

2

La trajectoire de S dans R est une conique d’équation p :m de paramétre p :G—]WT’

d’excentricité e et po qui est la valeur de ¢ a l'instant initial.

Contact: elkacimi@uca.ma Département de Physique - FSSM 2015/2016
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14-ecos(p— 2
5. Calculons d’abord I’expression de p sachant que ¢ = C/p? = C( (;0 #0))

dpde _ (( pesin(p — ¢o) ) oLt ecos(p = ¢0))* _ %esm(@ o).

dp dt 14 ecos(p — ¢o))? p?
6. Calculons la relation entre I’énergie mécanique F,, et 'excentricité e
1 2 1 — 0))? 1 —
B o= im <C_2€25m2(¢_%)+02< +ecos(f ¢0)) ) _ Gy L ecos(e = ¢o)

2 \p P P
1 GmM: .

= 5B [efsin®(p — o) + (1-+ ecos(i — o) 21 + ecos(ip — 40)]
1 GmM .

= 3 n”; T [62SIH2 (¢ — o) 4+ 1+ 2ecos(p — o) + €°cos® (¢ — po) — 2 — 2ecos(p — ©0)]
1 GmMT 2

= 3 (e’ 1)

qui est la relation demandée. On a utilisé la relation C? = pGMr.

7. Le satellite est mis sur une orbite circulaire de rayon p et dont la période de révolution est Ty
(la durée au bout de laquelle le satellite effectue un tour autour de la Terre).

7-a) Comme lorbite est circulaire alors e = 0 et en utilisant 1’équation polaire de la conique on
obtient p = p = constante, ce qui donne pour I’énergie mécanique F,,

_l GmMT

E
m 2 P

7-b) Comme p est constant, alors p = 0 et ¢ = C/p? est constante puisque C' est constante. Or
le vecteur vitesse est donné par

- N . - ., C ¢
V(S/R) = pé + ppé, = ppey, = [V(S/R)| = pp = Pz =, = constante

comme le module de la vitesse est constant alors le mouvement est uniforme.
Sachant que C' = /G Mrp, nous avons

GMr

V(S/R)| = p

—

8. 8-a) Calculons le travail de la force de frottement 6W (f) :

W(f F-dO% = —kmVV(S/R) - do—ﬁ

~—

= W(f) = —kmVidt
comme V' est constant, alors le travail de la force de frottement au cours d’une période de

, i 27mp
révolution Ty :7 est

W (f) 6W() ka/ dt

0

L — _orkGmMr.

—kmV>Ty = —21kmpV? =
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8-b) Calculons E,(p + Ap)

GmM: 1
Bnlp+8p) = =3 Tp+Ap
o _GmMT 1 —_GmMTl 1
2 p(1+42) 2 p1+42

1

Gt (,_o0)

2 p p
_ 1pt
8-c) Calculons AE,, = En(p+ Ap) — En(p)
GmMr 1 A GmM:
AEn = En(p+Ap) = Bulp) = ——T—1= (1__,)) + T
2 p p 2p
o G’ITLMT &
= R
1pt

8-d) Appliquons le théoréme de 1'énergie mécanique pour une révolution du satellite,

AE, = W(f)= GmQMT A—f = —2nkGmMr => Ap = —Arkp®
p

qui est la relation recherchée.

8-e¢) Comme k > 0 alors Ap < 0 ce qui implique que le rayon de l'orbite diminue. 1.5pt
(o

GMry
p

Comme V = et p diminue alors le module de la vitesse augmente.

Contréle de rattrapage : Janvier 2014

EXERCICE I (10 points)

On considére le mouvement d’un point matériel M de masse m dans un référentiel R(O, zyz),
supposé galiléen. Le point matériel M est soumis a ’action de la seule force F' qui dérive de 1’énergie
potentielle E,(z,y) = ay/x? + y?, a étant une constante postive.

1. Etablir I’expression de la force Fa partir de son énergie potentielle Fp(x,y). En déduire que F
est une force centrale.

2. Montrer que le moment cinétique de M par rapport au point O dans R, &,(M/R), est conservé.

Dans la suite de I’exercice, la position du point matériel M est repérée par
les coordonnées polaires (p, ).

3. Etablir I'expression de la vitesse de M par rapport a R en fonction de p, p et ¢.
4. Déterminer l'expression (M /R).
5. Etablir I'expression de ’énergie cinétique E. de M. En déduire 'expression de 1’énergie méca-
nique E,, de M en fonction p, p, 0o(M/R) et de la masse m.
. PR 2, . P s .
6. En al?pllquant le theorerfr}ui deOQIOeSngggg mqganique, rgoy%torczmﬂ.l équation du mouvement est
donnée par m2p m
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Mouvement dans un champ de force centrale

7. On considere le cas ou M est animé d’un mouvement circulaire de rayon p = po. Que devient
2\ 1/3
I’équation du mouvement ? En déduire que I'expression de po est donnée par pg = ( 2 ) .

am

8. Le point matériel M est soumis a des petites oscillations radiales telles que p = po + € avec
€ << po.

8-a) A partir de I’égquation du mouvement établie en 6, déterminer 1'équation différentielle
vérifiée par e.

1
On utilisera 'approximation : ————3~ 1 — SL.
Po
8-b) En déduire que la pulsation propre wo des petites oscillations radiales est égale &
270* \ V/°
wo = <—m20'(2,) .

EXERCICE II (10 points)

On se propose d’étudier dans cet exercice le mouvement des chaises volantes d’un manege, voir photo
ci-dessous(figure 4.5). Pour ce faire, on considére une chaise comme un point matériel M de masse m
suspendu & un disque D par un fil de longueur inextensible L. Le disque (D) de rayon R tourne a une
vitesse angulaire constante w et reste a tout instant horizontal et & une hauteur h constante du sol, voir
figure 4.6.

Considérons R(O, zyz) un référentiel fixe, supposé galiléen, muni de la base orthonormée directe (zﬂ7 ;’7 E)
Soit R1(O1,x1y121) un référentiel lié au disque D, que Pon utilise comme référentiel relatif, muni de la
base (fl,fl, El = E) R1 tourne autour de ’axe Oz et le vecteur rotation de R1 par rapport a R est
donné par ((R1/R) = wk. Le vecteur AM reste constament dans le plan (O1z121) et sa direction par
rapport a la verticale est repérée par 'angle 6.

On donne 001 = hlgc'7 O1A = Riy et AM = Lit;. On pose U3 = —fl ainsi la famille des vecteurs unitaires
(@1, U2, Us) forme une base orthonormée directe.

Toutes les expressions des grandeurs demandées doivent étre exprimées dans la base (i1, U2, Us).

o o
1. Déterminer les expressions des vecteurs 71 et k en fonction de @ et is.

2. Etablir les expressions des vecteurs vitesse relative V(M /R1) et accélération relative Y(M/R1)
de M.

3. Déterminer les expressions des accélérations d’entrainement, 7. et de Coriolis, 7., de M.
4. Donner les expressions des différentes forces exercées sur M dans R;.
5. Ecrire le principe fondamental de la dynamique (PFD) appliqué & M dans le référentiel R;.

6. Par projection du PFD sur la base :

6-a) déterminer 'expression de la tension T exercée par le fil sur M.

6-b) établir I’équation différentielle du mouvement de M.
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FIGURE 4.3 — Manege de chaises vo-
lantes

81,
Vue (OX 2

FIGURE 4.4 — Shéma utilisé pour résoudre
I’exercice.

Corrigé du conftréle de rattrapage : Janvier 2014

EXERCICE I (10 points)

On considére le mouvement d’un point matériel M de masse m dans un référentiel R(O, zyz),
supposé galiléen. Le point matériel M est soumis a I'action de la seule force F' qui dérive du potentiel
Ey(z,y,2) = ay/x? + y?, a étant une constante postive.

1. Etant donné que la force dérive du potentiel F,(z,y, z), alors

F = —@(Ep(x,y,z))=—€(Ep) @

sachant que le gradient s’exprime dans la base cartésienne comme suit® V = 6%2' + 6% 7+

|

k

z 'V

Q|

3. On accepte la réponse si le gradient est exprimé dans la base cylindrique méme s’elle n’est pas
encore définie.
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nous avons alors

ﬁ _aEp(:v,y,z);_ BEp(x,y,z)—f oE (,CE Y,z )
o ozr Jdy a
= xT rd Yy ird
F = —-a i1—a ] =
\/x2+y2 \/x2+y2 |OM|

— .
avec OM = xi + yj.

= N — =
Comme F' est colinéaire avec OM alors F' est une force centrale

. On utilise le théoreme du moment cinétique

d&o(M/R) o — =
e = M(F)

—
_ WAﬁ:WA<_a%>

= 0= do(M/R) = Constante

L =
puisque F' et OM sont colinéaires.

. Calculons Dexpression de la vitesse V(M /R) :

Y
— dOM - .o
V(M/R) = g | T Pee Tt rele
R
. L’expression de &o(M/R) est
F,(MJR) = OM AmV(M/R)

= mpéy A (pep + ppey)

= mp2¢E.

. L’expression de I’énergie cinétique est égale a

1 1
Ee = GmVA(M/R)=gm (5" +p°¢").

Sachant que le potentiel est donné par E,(p) = ap, 'énergie mécanique est égale a

1 . .
E, = E.+E,= Em (p2 + p2<p2) + ap.
Or ¢ = o7, ce qui donne
1 2
E, = Emp + 5m > + ap.

. La seule force a laquelle est soumis le point matériel M est conservative et ’énergie mécanique

ne dépend pas explicitement du temps alors cette derniere est conservée et donc
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dE,  0FE, - OFE, ..
a - ap T e’
2
= pla——%)+mpp
P
) = 0 = p = constant
- 0— P P
2
oup — m‘;‘;g, + — =0 et c’est I"équation recherchée.
. NP . . . .. 1pt
7. Si M est animé d’un mouvement circulaire de rayon p = pg, alors p=0et p =0

et I'équation du mouvement devient

2

o5 a oo \1/3
_—23+_:0 poz(—) .
m2p3  m am
8. Si M est soumis & des petites oscillations radiales p = pg+ e = p =€ 2.5pt
7-a) En substituant p par po + € dans ’équation du mouvement, nous obténons
2
. o 1 a
- oL+t o
0 €
(1+7)
ol € a
= i-—=(1-3—]+—=0
m?pg Po m
= €+3 e=0
0

27a* \ /3
= é'+( 5 ) e=0
m*<oo

et qui ’équation différentielle vérifiée par e.

7-b) Les petites oscillations se font avec la pulsation propre wo telle que
27a \'/°
wo = < B} ) .
m*=oo

On se propose d’étudier dans cet exercice le mouvement des chaises volantes d’un maneége, voir photo
ci-dessous(figure 4.5). Pour ce faire, on considére une chaise comme un point matériel M de masse m
suspendu & un disque D par un fil de longueur inextensible L. Le disque (D) de rayon R tourne & une
vitesse angulaire constante w et reste a tout instant horizontal et & une hauteur A constante du sol, voir
figure 4.6.

Considérons R (O, xyz) un référentiel fixe, supposé galiléen, muni de la base orthonormée directe (;, f, E)
Soit R1(O1,x1y121) un référentiel lié au disque D, que l'on utilise comme référentiel relatif, muni de la
base (217317 k= E) R1 tourne autour de 'axe de Oz et le vecteur rotation de R1 par rapport a R est
donné par Q(Rl/R) — wF. Le vecteur AM reste constament dans le plan (O1z121) et sa direction par
rapport a la verticale est repérée par 'angle 6.

On donne OO = hE, O01A = Rfl et AM = Lii;. On pose i3 = ffl ainsi la famille des vecteurs unitaires
(t1, U2, Us) forme une base orthonormée directe.

EXERCICE II (10 points)
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Toutes les expressions des grandeurs demandées doivent étre exprimées dans la base (@1, @2, U3).

77

FIGURE 4.5 — Manege de chaises vo-

B0
lantes Vue (OXZ) *
1
FIGURE 4.6 — Shéma utilisé pour résoudre
ot I'exercice.
1. Calculons les expressions de ;1 et de k en fonction Uy et U :

i1 = sinfd; + cosbia @
-
E o= —cosft1 + sinfus @

—
2. Sachant que O1M = Lii1, le vecteur vitesse relative est donné par

PR

— dO 1 M dﬁl N

V(M/R = — =

(M/R1) dt L Lo
R1 R1
Le vecteur accélération relative ¥, est donné par
F(M/R1) % = — L6, + Lbs.
R1
2.5pt 3. Sachant que w est constante, W = 0, l'accélération d’entrainement 7. est donnée par
R
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101

100,

dt

+ G(R1/R) A (Q(Rl JR) A 517\7)

R
wk A (wE A (Rfl + Lﬁl))

wk A (ijl — stin@ﬁg)

wk A (Rw + Lwsin®) 7,
—w? (R + Lsind) 7,

—w? (R + Lsin®) (sinfu1 + cosfiz)

L’expression de l'accélération de Coriolis est donnée par

4. Les forces qui sont appliquée & M dans R1 sont :

—

e 20(R1/R) AV (M/Ry)
= 2L«)E A\ Leﬁg

= 72Lwécoseﬂ’3.

1pt

m§g = —mgk=—mg (—cosbiiy + sinfiz) @ le poids;

<>
T = —Ti w la tension du fil ;

<>

Fie = —my.=mw’ (R + Lsin®) (sinfi; + cosbiy) la force d’inertie d’entrainement ;
>

ﬁic = —-my.= 2meécos€ﬁ3 @ la force d’inertie de Coriolis

5. Comme R; n’est pas galiléen, I'expression du PFD appliqué & M dans R est donnée par

my(MR1)

—

E mee.Qul + mLéﬁg

m§+f+ﬁie + Fie

—mg (—cosftr + sinfiiz)y="T1u1

+mw? (R + Lsing) (sinfi; + cosbiia) + 2m Lwbcoshils
[mgcosf — T + mw? (R + Lsinf) sinf]

+ [fmgsinQ + mw? (R + Lsing) COSQ} o + 2m Lwlcosdis

6. Par projection sur la base, on obtient

6-a) lexpression de T : projection sur

mgcost — T 4+ mw? (R + Lsind) sind = —mL6>

— T = mgcosf + mw” (R + Lsing) sind + mLH>

6-b) Dexpression de I’équation du mouvement : projection sur >

—mgsinf + mw” (R 4 Lsing) cos = mLb

= 0+ %Sin& —w? <% + sin@) cos) =0
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Conftréle de Janvier 2015

Exercice 1 : Saut a la corde élastique

Un sportif de masse m, considéré comme un point matériel M,
pratique le saut a l’aide d’une corde élastique du haut d’un
pont, voir figure ci-contre. M tombe sans vitesse initiale du
haut du pont en A avec une corde élastique, de longueur au
repos lop = 20m, accrochée aux pieds.

Entre les points A et B, la corde élastique n’est pas encore
tendue et M est en chute libre. A partir du point B, la corde
élastique peut étre considérée comme un ressort de longueur
a vide lp et de raideur & = 120N/m. On suppose que le
référentiel R(A, €y, €y, €;) est galiléen. €. est orienté vers le
bas dans la direction de la chute de M. On néglige la résistance

de Tair. La position du sportif est repérée par AM = zé&..

L’énergie potentielle de M au point A est nulle. On donne

laccélération de la pesanteur g = 9.81ms™ 2.

1. Etablir les équations différentielles vérifiées par z(t) en distinguant les cas ol la corde élastique
est tendue ou non. Donner les solutions générales sans calculer les contantes d’intégration.

2. Etablir l'expression de la vitesse atteinte par M au point B, Vg = Vg(g,lo). Donner son appli-
cation numérique.

3. Déterminer I'expression de la hauteur totale H de la chute. Donner son application numérique
dans le cas ou m = 70Kg.

Exercice 2 : Mouvement & force centrale

Une bille M de masse m assimilée & un point matériel est at- N y
tachée au point O par un fil tendu inextensible, voir figure ci-
contre. M glisse sans frottement sur un plateau horizontal (Ozy)
d’un repére R(Ozyz) supposé galiléen. La bille M reste tout Plateau
au long de son mouvement sur le plan (Ozy). La position de

M est repérée par les coordonées polaires r et , OM = ré,. ‘e’e f
A Tinstant initial ¢ = 0, M est lancée a partir d’une position
My située a la distance ro du point O avec une vitesse initiale
VO(M/R) = Vbéy, et on tire le fil de maniere a rapprocher ré- (@] i X
gulierement M du point O tel que r(t) = ro — Vit, ou V; est la
vitesse radiale qui est constante et postive.

On admet que le fil exerce la force T = —T¢, sur M et qu’il reste tendu tout au long du mouvement,
T étant le module de T

-

Toutes les grandeurs vectorielles doivent étre exprimées dans la base cylindrique (€., €y, k).
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—_

Déterminer les expressions des vecteurs vitesse et accélération de M dans R.

2. Faire le bilan des forces appliquées a M dans R.

Considérons un satellite S de masse m touché par une panne
et on souhaite le faire retomber sur la Terre dans une zone non
habitée. L’orbite du satellite est circulaire et de rayon r¢. Pour
cela, a partir d’'un point A de son orbite d’origine, on réduit sa
vitesse brutalement et I’on souhaite qu’il retombe sur la Terre
apres avoir tourné d’un angle de 90° dans sa nouvelle orbite
elliptique, voir figure ci-contre. On note par Rr, Mr respec-  ,
tivement le rayon et la masse de la Terre. G est la constante

Etablir 'expression du moment cinétique de M par rapport au point O dans R, do(M/R), et
trouver sa valeur & 'instant ¢ = 0, &Y.

Appliquer le principe fondamental de la dynamique dans R et :
a- Déterminer I'expression de la réaction R du plateau sur M.
b- Montrer que le moment cinétique (M /R) est conservé et déduire la constante des aires C.
c- Projeter le PFD sur éy et montrer que r20 est constante. En déduire que I’équation horaire

0(t) est donnée par :

Vot
ot) = ———
( ) To — ny‘t

sachant que 6(t = 0) = 0.
d- Projeter le PFD sur €, et déterminer I'expression de T' = T'(r).

Etablir I'expression de ’énergie cinétique E.(M/R) et celle de 1’énergie potentielle E,(MTR),
sachant que E,(r — 4o00) = 0. En déduire l'expression de l’énergie mécanique E.,(M/R).
Conclure.

Exercice 3 : Retombée d’'un satellite sur Terre

y AN
Orbite d'origine

gravitationnelle. Satelitte Terre

Le point A sur l'orbite d’origine est 'apogée de la nouvelle or-
bite elliptique. On note par (p, ) les coordonnées polaires du
satelitte dans son orbite elliptique. Le parametre p de 'orbite
elliptique est p = Rr.

Quelles sont les coordonnées polaires pa et ¢4 du point A7

2. En déduire 'excentricité e en fonction de ro et Rr.

En utilisant 'expression de e établie a la question 2., montrer que ’expression de 1’énergie
mécanique E,, est donnée par :

Enm =

2 2

_GMTm 27“0 — RT
re '

En utilisant la conservation de I’énergie mécanique, quelle est la vitesse a donner au satellite en
A pour qu’il s’écrase a ’endroit souhaité indiqué sur la figure ?

On donne : E,, = %}Tm (62 - 1).
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Corrigé du contréle de Janvier 2015

Exercice 1 : Saut a la corde élastique (5pt)

Un sportif de masse m, considéré comme un point matériel M,
pratique le saut a l’aide d’une corde élastique du haut d’un
pont, voir figure ci-contre. M tombe sans vitesse initiale du
haut du pont en A avec une corde élastique, de longueur au
repos lop = 20m, accrochée aux pieds.

Entre les points A et B, la corde élastique n’est pas encore
tendue et M est en chute libre. A partir du point B, la corde
élastique peut étre considérée comme un ressort de longueur
a vide lp et de raideur & = 120N/m. On suppose que le
référentiel R(A, €y, €y, €;) est galiléen. €. est orienté vers le
bas dans la direction de la chute de M. On néglige la résistance

de Tair. La position du sportif est repérée par AM = zé&..

L’énergie potentielle de M au point A est nulle. On donne

laccélération de la pesanteur g = 9.81ms™ 2.

1. La position de S est repérée par A—f)b' = 2&,. Les équations différentielles vérifiées par z(¢) sont
obtenues en distinguant les cas suivants :
— pour 0 < z < lp, S est en chute libre et la résistance de l'air est négligée donc

mié, = mge, = 2 = g.

— pour z > lp, S est soumis au poids et a la force de I'élastique, donc

k k
mze, = mge. —k(z—l)e. =2+ —z=g+ —lo
m m

qui est une équation différentielle de second ordre a coefficients constants et avec second
membre.
Quant aux solutions générales, elles sont données par

— stz <lo=>2(t) = Lgt” + kit + k2

— si z > o : la solution générale est la so e la solution sans second membre zssm (t) et une
solution particuliére z,(t). En effet, la solution sans second membre s’obtient en résolvant
’équation caractéristique r2 + wg = 0 = 71,2 = Fiwo avec wj = % La solution est alors

d
¢l

2ssm (t) = acos(wot — 1)

La solution particuliere est z,(t) = g — lo et la solution générale a la forme

2(t) = acos(wot — ) + %g —lo

2. Cette question peut étre traitée par trois méthodes, veuillez
bien en tenir compte.

Méthode 1 : Théoréme de ’énergie mécanique

Contact: elkacimi@uca.ma Département de Physique - FSSM 2015/2016



4.2 Solutions 105

L’énergie mécanique du systeme est E,, = E. + E,. Pour z < lp, la seule force qui travaille est
le poids. Son énergie potentielle est

dE, = —-mg- dzﬁ = —mge, - dz€, = —mgdz
= FE, = -—-mgz+k

avec k = Ep(z =0) = E,(A) =0 = E, = —mgz

L’énergie cinétique est F. = lmz'2 et donc E,, = lmZQ —mgz L énergie mécanique est

conservée car la seule force qui travaille est le p01ds et il est conser . Sachant que I'énergie
mécanique initiale En,(t = 0) = En(A) = E.(A) + Ex(A) = 0, la conservatlon de D’énergie
mécanique donne

dEn,
5 0=

= En
= mVB—mglo = 0= Vs =1/29glo ‘

AN:Vs=+v2x9.81 x 20 ~ 19.81ms™*

Méthode 2 : Théoréme de ’énergie cinétique

Dans ce cas, nous avons

dE. = 0W(mg)
= dE. = mgey-dzeéy
zZB
= E.(B) — E.(A) = mg/ dz =mgzp
E
1
e EmVé = mglo = VB = v/2glo

AN: Vs =+/2x%x9.81 x 20 ~ 19.81ms™!

4. On accepte aussi la réponse : E,, ne dépend pas explicitement du temp.
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Méthode 3 : Equation horaire

Dans ce cas, nous avons, sachant que k1 = 0 et k2 = 0,

1
z(t) = —gt et 2(t) = gt @
CommezB—lo—QgtB:MfB ,/ @
VB = ZB—gthg” = /2glo @

AN:Vs=+2x9.81 x 20 ~ 19.81ms™* @

3. Cette question peut étre traitée également par deux méthodes.

Méthode 1 : Théoréeme de I’énergie mécanique

Pour ce faire nous avons besoin de I’énergie potentielle de la force élastique F = —k(z —1o)é.
D’ou

1 (z —lo)® + Cst.

dE,(F) = —ﬁ-dﬁzk(z—zo)dz:Ep(ﬁ)ZQ

Comme Ep(ﬁ) = 0 pour z = lp alors Cst=0. D’ou l’energie potentielle de S est donnée par
Ep = Ep(mg) + Ep(ﬁ) = —mgz + %k (z — lO)2
et I’énergie mécanique est

E,, = %m;&Q —mgz + %k (z — lo)2

Au point C, la vitesse de S est nulle et donc son énergie mécanique est réduite & son énergie

potentielle Ey,(C) = Ep(C) = —mgzc + 3k(zc — lo)?
La conservation de I’énergie mécanique donne, sachant que z¢'= H,

Em(C)=Em(A) = 0
:>fmgH+%k(Hflo)2 =0

— H?—2H(lo + 2

kg)+l(2) = 0

qui est un polynéme de second degré dont le discriminant réduit est égal a

A= (lo + %g)Q 2= %g (210 n %g) > 0.

Les deux racines sont

m m m

Contact: elkacimi@uca.ma Département de Physique - FSSM 2015/2016



4.2 Solutions 107

On vérifie que H— < lp ce qui ’élimine puisque H > g ¢t donc la solution est

2o+ 2lo+m

H = Hi=(o+ Zg kg

k

AN : H = (20 + % x 9.81) + /7952582 x 20, 4 20x051) — 41 9.

Méthode 2 : Théoréme de ’énergie cinétique

Dans ce cas les forces qui travaillent sont le poids mgé, et la force élastique F= —k(z —lo)e€. et
nous avons ainsi

dE. = 6W(mg)+ oW (F)
= (mﬁ—i— ﬁ) . dzﬁ
= (mge. —k(z—1o)é) - dze.
= mgdz — k(z —lo)dz

zC
= E.(C)— E.B) = / (mg — k(z — o)) d=.
zp
Comme Vo =0 et zc — z = H — lp, nous obtenons

1

1
_EmVB% = mg(H —1) — ik [(zo — lo)” = (2 — lo)ﬂ
1 2
= —mglo = mg(H —1l) — Ek(H — )
= —mgH + %k(H —0p)® = 0
— H? —2H(lo+kg)+l(2) = 0

qui est un polynéme de second degré dont le discriminant réduit est égal a

2_Mm m
= (o + kg) 2= kg(250+ kg)>0.

Les deux racines sont

m m
He = (I +,/2 (21 m )
+ (lo + A 24 ACU R
On vérifie que H_ < [y ce qui I’élimine puisque H > [y et donc la solution est
m m m
H = Hy= (10+E9)+ 79 (210+E9)

120 20.

AN : H = (20.+ % x 9.81) + /785850 [2 x 20, 4 T02051) — 41 g,

Contact: elkacimi@uca.ma Département de Physique - FSSM 2015/2016



Mouvement dans un champ de force centrale

Exercice 2 : Mouvement & force centrale (11p)

Une bille M de masse m assimilée & un point matériel est at-
tachée au point O par un fil tendu inextensible, voir figure ci-
contre. M glisse sans frottement sur un plateau horizontal (Ozy)
d’un repére R(Ozxyz) supposé galiléen. La bille M reste tout

au long de son mouvement sur le plan (Ozy). La position de

M est repérée par les coordonées polaires r et , OM = ré,. =
A Tinstant initial ¢ = 0, M est lancée a partir d’une position

Plateau

My située a la distance ro du point O avec une vitesse initiale

Vo(M/R) = Voés, et l'on tire le fil de maniére & rapprocher ré-
gulierement M du point O tel que r(t) = ro — Vit, ou V; est la
vitesse radiale qui est constante et postive.

On admet que le fil exerce la force T =—T¢, sur M et qu’il reste tendu tout au long du mouvement,

T étant le module de T.

-

Toutes les grandeurs vectorielles doivent étre exprimées dans la base cylindrique (€., €y, k).

Les résultats finaux doivent étre considérés justes méme si r n’est pas substitué par (ro — V;-t).

. ey ~ . .
1. Le vecteur position est OM = ré,. L’expression du vecteur vitesse est

V(M/R) =

= 7€+ 1"(959

= 7Vr€r + (7’0 — Vrt) 689

et 'expression du vecteur accélération est donnée par

Y(M/R)

2. Les forces appliquées a la bille M sont

— Le poids de la bille P= mg = —ng
— La réaction du plateau sur la bille, elle ‘&

frottement et donc i = Rk

= (i =r0) & + (0 + 200)c

R

— (ro — Vit) 6%, + [(7‘0 V)b — zvra'] &.

— La force qu’exerce le fil sur la bille, T =-Te,

3. L’expression du moment cinétique de M par rapport a-6-dans R est donnée par

Go(M/R)

OM AmV (M/R)

rér Am (7‘5} + réé’g) = mr?0k = m (ro — Vyt)* Ok.

normale au plateau car la bille se déplace sans
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A linstant t =0, 5o = Oﬁo AmVy = mroVo&, A €9 = mroVok

4. Le PFD :
my(M/R) = P+T+R
—m [—r@Qé} + (7"9 + 27*9.)6'9} = —ng _Té.+ Rk
m {— (ro — Vit) 6%, + [(ro —Vi)d— 2VT9] ég} — —mgk — T + RE

a- En projetant le PFD sur k nous obtenons -mg+R=0= R=mg

b- Appliquons le théoréeme du moment cinétique

déo.(M/R)
dt
R
= F,(M/R) = Constante.

= My(T+P+R)=M,(T)=0M

La constante des aires est C = gg/m = roVy = r26

c- La projection du PFD sur €y donne
70 + 270
r20 + 2rif
odf | dr?

—~ 49

D’apres la question précédente,
20
—

=0

0 = 26 = consta

ago

C=—=rW
m

roVo
(T'() — Vrt) 2
roVo

Vi (1"0 — Vrt) +K

0r0(t:0)=O:+“£—S+K:>K:—K—Z,cequidonne

0 = (s

d- La projection du PFD sur €, donne

—mrf®*=-T=T = mr <TO%

T4 _ Wt
To*VTt) o ro — Vit’

2772
roVo

AT = —rT& N =0

nte
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5. L’expression de I’énergie cinétique est donnée par

Ec(M/R)

1 2 _1 2 242
SmV(M/R) = 2m<r +7%0 )

%m (VT2 + TngQ) .

r2

— —
Quant a I’énergie potentielle, la seule force qui travaille est T'. Sachant que dOM = rde, + rdféy,
le travail élémentaire de 1" est

N - —
oW(T) = T-dOM
2172
\%
= —mIZCG . (dré, + rdféy)
2172
= - TOZO dr
r
Or dE, = —0W, ce qui implique
2772 27,2
o roVo _ roVo
dE, = 3 dr = E, =—m o2 + K
21,2
et comme Ep(r - 400) 2 0=—=K=0—F =—m%
L’énergie mécanique est ainsi égale a
En = E.+ Ep
1 2, TaVe Ve 1,
= 3m <VT + 2 ) M = imVr

On note que FE,, est constante et donc conservée.

Exercice 3 : Retombée d’un satellite sur Terre (4p+Bonus
1P)

Considérons un satellite S de masse m touché par une panne
et on souhaite le faire retomber sur la Terre dans une zone non
habitée. L’orbite du satellite est circulaire et de rayon 9. Pour
cela, a partir d’un point A de son orbite d’origine, on réduit sa
vitesse brutalement et I’on souhaite qu’il retombe sur la Terre
apres avoir tourné d’un angle de 90° dans sa nouvelle orbite
elliptique, voir figure ci-contre. On note par Rr, Mr respec- A

2.5p

tivement le rayon et la masse de la Terre. G est la constante
gravitationnelle.

Le point A sur lorbite d’origine est 'apogée de la nouvelle or-
bite elliptique. On note par (p, ®) les coordonnées polaires du
satelitte dans son orbite elliptique. Le parametre p de 'orbite
elliptique est p = Rr.

Satelitte
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1. Les coordonnées polaires du point A sont 1.0p

pa = 7 L pa=plo=m)=—>L =L
1 + ecosm 1—e

1.5p

§ nous avons aussi ||Oj|\ = pa, ce qui

2. A appartient & l'orbite d’origine donc ||Oj|\ =79
i v précédente

R R
1—e 1—e ro
3. En utilisant I’expression de ’énergie mécanique en fonction de e et en substituant e par son
expression en fonction de ro et Rr, nous obtenons

o GMTm 2

E, = o (e 1)
_ GMim ([, Rr z )
o 2RT T0
_ GMrm ([Rr)®_,Rr
- 2Ry 0 T0

qui est la relation recherchée.

4. L’énergie mécanique en A est

. G’MTm

1
En(A) = 5mvj -

L’énergie mécanique se conserve ce qui permet d’écrire

1 2 G’MTm G’MTm (21"0 —_ RT)
—mVi - 10— .
2 To 2 To
1 M- 2ro — M-
2—771‘/2 _ _G T™m T0 2RT +G T™m
2 2 i To
1 2 _ GMTm RT
=i = o
VvVGMTR
— VA — %
0

Contréle de rattrapage : Février 2015

Questions de cours

Considérons un point matériel M animé d’un mouvement dans un référentiel galiléen R(O, zyz). Les
vecteurs vitesse et accélération de M dans R sont respectivement V(M/R) et Y(M/R). M est soumis a
une force conservative F et & une force non conservative FnC

1. Enoncer et démontrer le théoreme du moment cinétique.

2. Enoncer et démontrer le théoréme de ’énergie mécanique.
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Exercice

Soit R(O, zyz) le repere lié au centre du soleil et considéré galiléen. (;7 j, E) est la base cartésienne
liée & R. Considérons une comete M, que 'on peut décrire comme un point matériel, qui se déplace
dans le systeéme solaire et reste dans le plan (Ozy). Le vecteur position de M a pour expression OM =
t(1— %t)f—f— (t — 1)7 ot t représente le temps.

1. Déterminer les composantes du vecteur vitesse V(M/R) et du vecteur accélération ¥(M/R) en
fonction du temps t.

2. Etablir les expressions des vecteurs tangent 7 et normal 77 & la trajectoire.
3. Déterminer les expressions de Iaccélération tangentielle 4; et de I’accélération normale 7,.

4. Montrer que la trajectoire est une parabole. Rappeler la valeur de ’excentricité dans le cas d’une
parabole. Déterminer le parametre p de la parabole et la distance minimale entre la comete et
le soleil. Que peut-on dire de la force exercée sur M 7

Probléme

Un anneau assimilé & un point matériel M de masse m se dé-
place sans frottement sur un axe (O1A). Le point M est attaché
a Pextrémité d’un ressort de constante de raideur k et de lon-
gueur a vide lp. L’autre extrémité du ressort est fixée au point
01, voir figure ci-contre. L’axe (O1A) est horizontal et animé
d’un mouvement de rotation uniforme autour de 'axe Oz avec
une vitesse angulaire constante w. Le point O; est repéré par

N s
001 = (Vot)k, t étant le temps et Vp est une constante positive.

X

Soient R(O, i E) le repere du laboratoire supposé galiléen et R1(O1, €p, €,, E) le repere 1ié a l'axe

— B
(O1A). Le point M est repéré dans le référentiel Ry par O1M = pé, et (i,€,) = ¢ = wt.
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Toutes les grandeurs vectorielles doivent étre exprimées dans la base (€,, €, E)
1. Etablir les expressions du vecteur vitesse V(M /R) et du vecteur accélération (M /R) de M
dans R.

2. Faire le bilan des forces appliquées a M dans R en donnant I’expression de chacune d’elles.

3. Appliquer le principe fondamental de la dynamique dans R. Projeter la relation vectorielle
obtenue respectivement sur €,, €, et k et déterminer

a- les composantes de la réaction R de 'axe sur M ;

b- En déduire que ’équation différentielle vérifiée par p est donnée par :

.. k 2 k
p+<——w)p = —lp.
m m

4. Etablir I'expression du moment cinétique &o(M/R) de M par rapport & O dans R.
5. Déterminer les moments de chacune des forces appliquées & M par rapport a O dans R.
6. Appliquer le théoréeme du moment cinétique dans R et retrouver

a- les composantes de la réaction R de 'axe sur M;

b- ’équation différentielle vérifiée par p.

Dans la suite de I’exercice, nous travaillerons dans le repére R 1. On rappelle que R n’est pas un repére
galiléen.

7. Etablir les expressions du vecteur vitesse V(M /R1), du vecteur accélération d’entrainement 7.
et du vecteur accélération de Coriolis 7.
8. Déterminer 'expression de 1'énergie cinétique E.(M/R1) de M dans R;.
9. Faire le bilan des forces appliquées & M dans R1 en donnant ’expression de chacune d’elles.
10. Déterminer le travail élémentaire W de chacune des forces appliquées & M dans R;.
11. Déterminer I'expression de I'énergie potentielle E,(M/R1) de M dans R;.
12. En déduire lexpression de ’énergie mécanique Fn,(M/R1) de M dans Ri.
13. En(M/R1) est-elle conservée ? Justifier la réponse.
14. En appliquant le théoreme de 1’énergie mécanique, déterminer 1’équation du mouvement de M.

15. Déterminer la position d’équilibre et étudier sa stabilité.

Corrigé du contréle de rattrapage de février 2015

Questions de Cours (3P1)

1. Ennoncé du théoreme

La dérivée par rapport altemps du moment cinétique &,(M/R) d’un point matériel M dans

un référentiel galiléen R est égale au moment de la résultante des forces extérieures M, (F)

d3,(M/R)|  —»
TEI = Mo(F).

Accépter tout autre énoncé équivalent.
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Démonstration
Appliquons la dérivée par rapport au temps au moment cinétique dans un référentiel galiléen,
R,
dco(M/R) dOM L. = dp
Rl el A7 - M A ZE
dt d AP+ OMA dt
R R
comme 5= mV (M/R) alors
s (M R
4% (M/R) ot n P
dt t
R R

En appliquant le principe fondamental de la dynamique, dp = ﬁdt, on obtient

3 (M/R)
dt

OM A F.

2. Enoncé du théoreme :
La variation de ’énergie mécanique d’un systéme matériel entre deux point A et B de la tra-
jectoire est égale au travail des forces non conservatives, qui s’exercent sur ce systéme, sur le
parcours entre ces deux points

Ep — Ejy = WX (Fac)

ou sous sa forme différentielle
dEmm = dE: + dE, = 6W (Fne).
Accépter toute autre réponse correcte.

Démonstration :

Partant du PFD :

VMR B R
dt
R
_ —
VMR dOM | (F. + F..) - dOM
dt dt
R R
:>d<%VQ(M/R)>fﬁC~dO—>M — F..doM
— dE.(M/R) + dE,(M/R) = W (Fn.)
— d(E.(M/R) + E,(M/R)) = W (Fy.)
— dEn(M/R) = 6W(Fne)
— FE2_E} = w5

Accépter toute autre approche ou démonstration correcte.

Exercice (3pt+1Bonus)

1. Les expressions de la vitesse et de I'accélération en fonction du temps sont données par V(M /R) =
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Git+gi=0—-t)i+]
’
F(M/R) = & +§j = —7

2. Les expressions de T et de 7 sont égales a

- V(M/R) 1 ((
Vi JO-tZ+1

K xd 1
17t)l+])77t272(t71)

((1 - t)f+f)
et

1

R=kAT=
2—2(t—1)

(fﬂ (1- t)j’)
1.0p

3. Les expressions de l'accélération tangentielle et de I’accélération normales sont données par
W= GOIR)-H7

_ ﬁ (1=0)7+7)

et

Yo = (GM/R)-ii)7i

2 — 2tt —1) <_;+ (- t)j)

Considérer tout autre réponse correcte.

4. L’équation de la trajectoire s’obtient comme suit

1

1
ro= —otitt=—g(t-1)+ g =y 2w —1=0

1
2

qui est ’équation d’une parabole @
O
L’excentricité dans ce cas est e = 1 @
L’équation cartésienne de la parabole‘en_fefiction du parametre p (voir Cours) est y* + 2px =

p=—=p=1 La distance minimale entre la comete et le soleil est obtenue pour y =
4
0 = Tmin = 1/2

La force exercée sur M est centrale car la trajectoire est une conique

Probleme (14p)
1. Les expressions de la vitesse et de 'accélération de M dans R sont

dOM
dt

= pep + e, + Vok = pé, + pwé, + Vok
R

V(M/R)

F(M/R) (5 — pw?) &) + 2pwé,.
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Mouvement dans un champ de force centrale

2. Le bilan des forces

— le poids mg = fmgl; @

— la force de rappel F = —k(p — o) &,

— la réaction R = R,é, + R.k
3. Le PFD
my(M/R) =
m [(p — pw2) €y + 2pwé]p] =

m [(p— pr) €+ 2pwé,] =

Projection sur les vecteurs de la base (€,,

les frottements étant négligeables.

F+R+mg
—k(p—10) @ + Ry€p + Rk — mgk

—k(p— o) & + Ry — (mg — Rk @

€py k) :

projection sur &, : m(p — pw?) = —k (p — lo)

projection sur €, : 2mpw = R,

e
projection sur k : 0 = —(mg — R.)

a- Les composantes de R sont
R,

R

b- L’équation différentielle vérifiée par p est

I UL )
m m

.. k 2 k
== p+ E—w p = Elo'

4. Sachant que z = Wot,
do(M/R)

OM AmV (M/R)

= m (pé’p + VotE) A (/‘)5,, + pwé, + VOE)

= mewE — mVope, + mWotpe, — mVotpwe,

= —mVotpwe, —mVo (p — pt) €, + mp°wk. @

5. Les moments des forces appliquées a M par rapport a O dans R sont

Mo(F/R) = OM
Mo(mg/R) = OM
Mo(R/R) = OM

OMAF = (pép + votE) Al=k(p — 10)&,] = —kVot(p — l0)é. @
Amg = (pé'p + Votl;) A [-mgk] = mgpé, @

AR = (pa,, n VOtE) ARy + RE] = pRyk — pR.Z» — R,VolE, @
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6. Le théoréeme du moment cinétique dans R donne 1.5p
ddo(M/R = o = R = o
% = Mo(F/R) + Mo(mg/R) + Mo(R/R).
R
Nous avons ainsi
doo(M/R . SN = L\ o A
% = —mWywp+twp —w(p— pt)] €, —mVy (tpw2 — pt) €, + 2mppwk
R
= —2mWstpwe, — mWy (tpw2 — p‘t) €+ QmppwE
ce qui implique que
—2mVptpwe, — mVp (tpw2 - ﬁt) € + 2mppwl_€ = —R,Voté, +

+ (=kVot (p = lo) + mgp — pR:) €, +

+ (pRy) k.
En projetant ’équation vectorielle précédente sur la base cylindrique, I’on obtient :
a-
R, = 2mpw
DN
R. = mg
b- et
tpw® —pt = —kVot(p—1lo) = p+ E—WQ :EZ
pw” —p 0 0 ptel— p=—lo.

7. Les expressions de la vitesse et des accélérations d’entrainement et de Coriolis de M dans R1 0 75p

sont

V(M/R1)

Yo = 2wk AV(M/R) = 2pwé,. @

8. L ’expression de I’énergie cinétique E.(M/R1)

1 1
E.(M/R.1) = EmV(M/’Rl)2=§mp2 ‘

9. Dans R, il faut tenir compte des forces d’inerties :
— le poids mg = —mgk;
— la force de rappel F'= —k (p —lo) €,;

I
>-
]

)

0.25p
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— laréaction R = R €+ RZE, les frottements étant négligeables ; our les trois forces

précédentes 0.0p dans le cas contraire.

— la force d’inertie d’entrainement f;e = —mAe = mpw?é,
— la force d’inertie de Coriolis ﬁc = —2mpwé,. ‘
. . . Py~ o .
10. Le déplacement élementaire dans R est dO1M = dpé, de qui donne
oW (mg) = mg- dO1M =0 ‘
SW(E) = —k(p—10)&,-dOrM = —k(p — lo)dp

SW(R) = (Ru@p+ R.K)-dOM =0 @
(5W(ﬁ-e) = f dO1M mw?pdp @

W(fie) = fie- dOM =0

11. Les travaux élémentaires non nuls peuvent étre intégrés et donc I’énergie potentielle de M dans
R1 est

dE, = —8W(F)—sW(fi.)
k(p — lo)dp — mw®pdp

= w2 ) el
E,(M/R) = k 3 lop mw” + Cst
2

= (k- mwQ)% — klop+ Cst

Priére de considérer la réponse E,(M/R) = £ (p —lo)* — mw2§ + C'st. correcte.

On peut prendre la constante nulle, cela n’a pas d’influence sur les résultats physiques.

12. L’énergie mécanique de M dans R est

1 2
En(M/R1) = Ee(M/Ra)+ Ep(M/R1) = 5mi® + (k - mwQ)% — klop + C'st.

13. L’énergie mécanique En,(M/R1) se conserve car les travaux des forces qui travaillent dans R4

sont des formes différentielles totales.

Priére de considérer tout autre approche ou réponse correcte.

14. Le théoréeme de I’énergie mécanique donne
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%202mpﬁ+(k—mw2)pp—klob =0
— mp p+(E—w2)P—EZO =0

. k 2 _ Kk
:p+(a—w)l) = mlo

car p#0
15. Les points des

abilités s’obtiennent comme suit 1.25p

dE,(M/R,) o
dp
P=Pequi
klo
IR e
comme
d*E,(M/R
SRR = k- mw? ‘
dp
P=Pequi
on en conclut que pequi = ﬁ’w—z est une position d’équilibre table sik > mw?

et instable dans le cascontraire

Contact: elkacimi@uca.ma Département de Physique - FSSM 2015/2016



