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Examen de Mécanique du Point Matériel

Glissement d'un anneau sans frottement sur une tige (T)

I- Etude cinématique

Soit R(0, x,y, z) référentiel terrestre supposé Galiléen muni de la base (7, ], ﬁ).

Un petit anneau M de masse m, considéré comme ponctuel, soumis a la pesanteur et
susceptible de se déplacer sans frottement le long d’une tige (T). Cette tige tourne
autour de l'axe vertical (Oz) avec une vitesse angulaire w constante et positive, tel

qued = wk = ¢k (voir figure 1).

On définit le référentiel relatif R,(0,x;,y,,2z; = z) auquel est attachée la base
(e, €, , k). Au cours du temps, la tige doit rester dans le plan vertical (0,e, ,k) et
faisant un angle constant 6 (6 < %rad) avec l'axe (0z). On donne OM = r(t)e, et
g= —gk. B

eg est le vecteur perpendiculaire a e;” dans le plan vertical (0, e, , k) (Voir figure 2).
(e;,eq ,€,) est une base orthonormée directe.

X1

Figure 1 \ Figure 2 \

1- Exprimer les vecteurs e, et e, dans la base (e,, e, , k). 0.5
2- Exprimer les produits scalaires suivants: e;.e, ; e,.k ; eg.€, et eg.k dans la base

(€ €4, k).

-
3- Donner I'expression du vecteur position de M dans la base (e,, e, , k). 0.5
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4- Trouver les expressions de la vitesse absolue V(M)/R et de I'accélération absolue

- . — — 7 1.5
y(M) g par calcul direct dans la base (e, e, , k).
5- Le repeére relatif R, 1ié a la tige est-il galiléen ? Justifier votre réponse. 0.5

6- Exprimer les vitesses: relative VT)(M) et d’entrainement Z)(M) dans la base
(%25 . K. !
7- Exprimer les accélérations : relative ¥, (M), d’entrainement y,(M) et de Coriolis
Yc(M) dans la base (e, e, k)

8- Les lois de composition des vitesses et des accélérations sont-elles vérifiées? 1
II- Etude dynamique

9- Donner les expressions vectorielles des forces appliquées a M dans le référentiel
relatif R; en sachant que la réaction est donnée dans la base (e;, g , €,) sous la forme

suivante : R = Rgeg + R, €. 2
10- Ecrire le principe fondamentale de la dynamique (PFD) appliqué a M dans ‘R, . 1
11- En projetant le PFD suivant é,, trouver I'équation différentielle du mouvement de
M. 1
12- En projetant le PFD suivant &g, trouver la composante Ry de la réaction. 1
13- En projetant le PFD suivant é,, trouver la composante R, de la réaction. 1
III- Application du théoréme de ['énergie cinétique dans‘R.
1- Déterminer E.(M/R) I'énergie cinétique du point M dans R ainsi que sa dérivée
par rapport au temps dans . 1
2- Déterminer les puissances de chacune des forces agissant sur le point M. 2
3- En appliquant le théoreme de I'énergie cinétique, trouver I'’équation différentielle

2

du mouvement.
4- Déduire I'équation horaire du mouvement sachant que: r(t=0)=1, et| 1

#(t = 0) = 0.
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Correction de 'examen de Mécanique du Point Matériel

I- Etude cinématique

1- L'expression des vecteurs e, et eg dans la base (e,, e, , k).
e, =sinfe, +cosf k et eg = cosfe, —sinb k
2- Calcul des produits scalaires suivants: e;.e, ; e,.k ; eg.e, eteg. k
e,.e, = sinf ; e ..k = cosf ; eg.e, = cosf ; eg.k = —sinf
3- L'expression du vecteur position de M dans la base (e,, e, , k)
OM = re; =rsinf e, +rcosf K

4- Les expressions de la vitesse absolue V(M)/R et I'accélération absolue y(M)z par
calcul direct.

" : = o _{doM\ _ d . . . 7
# La vitesse absolue V(M) g : V(M) g = (7)1? = - [rsin6 e, + rcos O k]g
Soit I7(M)/R = isinfe, + rwsinfe, + FcosOk

k3

# L’accélération absolue y(M) g :

. d?0M dV(M)/R a .. SR -
y(M) g = 12 ) =\—ax | =% [Fsinfe, + rwsinfe, + 1cosbk]g
R

Soit Y(M) g = (Fsind — rw?sinb)e, + 2wrsinbe, + #cosOk
5- Le repere relatif R, lié a la tige (T) n’est pas galiléen, car il est en rotation autour de
repere fixe R.

6- Calcul des vitesses : relative V(M) et d’entrainement Ve(M ).

# Lavitesse relative I_/)(M)/R1 : l_/)(M)/R1 = (d;)—tM) = % [r(sinH e, +cosf z)]R1
Ry

Soit 17(M)/R1 = i'sinf e, + 7 cos @ k
#* La vitesse d’entrainement Ve)(M) (M) (dito) + Qg /g A oM

Soit V(M) = wk Ar(siné e, +cosf k) = rwsinf e, €y
7- Calcul des accélérations : relative y,.(M), d’entrainement y, (M) et de Coriolis y;(M).
# L’accélération relative y, (M) :
Y(M)p = <@> = <M> = 4 [#(sinf &, + cos O k)]
/R dtz ). dt . dt p Ra

Soit y(M) g, = ¥sinf e, + ¥ cos O k

ol

# L’accélération d’entrainementy, (M) :

_ d?00 d(Qr /r)
o - (£20) 40

AOM + Qg g A (Qp,/z A OM)

dt
. — _ g g . — i _ 2 . —
Soit Ye(M) = wk A (wk Ar(sinde, +cos6 k)) = —rw?sinf e,
# L’accélération de Coriolis y; (M) :
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ve(M) = 2Qp 5 A Vi (M)

Soit ye(M) = ZM AV.(M) =2 wk A i(sin e, +cosf E) = 2wrsinb e,
8- Vérification des lois de composition des vitesses et des accélérations.

#* Loi de composition des vitesses :

V(M) + V,(M) = i(sin e, +cosf E) + rwsinb e, = rsinfe, + rwsinfe, + fcosk

= Va(M)
#* Loi de composition des accélérations :
Yr(M) + Vo(M) + yc(M) = #(sinf e, + cos 6 E) —rw?’sinf e, + 2wrsinb e,
= (¥sinf — rw*sinf)e, + 2wisinbe, + #cosk = Yo (M)

I- Etude dynamique

9- Les expressions vectorielles des forces appliquées a M dans le référentiel relatif R;.

% P=-myg k

% R=Rgeg+R,e,

% F,= —my, = mrw’sind e,
% Fo= —myg = —2mwrsind e,

10- Le principe fondamentale de la dynamique (PFD) appliqué a M dans R;.

Zm+ ZFlnertles :mVr)(M) :>13)+§+ E)"l' E = m)/_,:(M)
Soit
—mgk + Rgeg +R, e, + mrw’singe, —2mwrsinge, = mi(sinde, +cosd k)
11- Projetant de ’équation du PFD suivant €.
[-mg k + Rgeg + R, e, + mrw?sind e, — 2mwrsin e, |.é,
= | m#(sinf e, + cos o k)|.é.
Ce qui implique : —mg cos@ + mrw?sin*0 = m#(sin?0 + cos? )
Soit: # — rw?sin®6 + gcosf = 0.
12- En projetant le PFD suivant é,.
[-mg k + Rgeg + R, e, + mrw’sinfe, — 2mwrsinf e, |.é,
= [ m#(sinf e, + cos o E)] €p
Ce qui implique :
—mg sind + Ry + mrw?sinf cosf = mi(sinf cos@ — cos O sind) = 0
Soit : Ry = —msin@ [g + rw?cos0]
13- Projetant le PFD suivant é,,.
[-mg k + Ryeg + R, €, + mrw?sinde, —2mwisind e, |.e,

= [mi"(sin@ e_p’ + cos 8 E)]e_(p’

Ce qui implique : R, —2mwrsing = 0
Soit : R, = 2mrsin6.
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IlI- Application du théoréme de I'énergie cinétique

1- On détermine E-(M/R) I'énergie cinétique du point M dans R ainsi que sa dérivée par
rapport au temps dans $R.

3

#* L’énergie cinétique s’exprime comme suit :
1 1
Ec(M/R) = EmV(M/SR) = Em((l‘sine)2 + (rwsin@)? + (i~ cos 0)?)

# La dérivée de I'énergie cinétique s’exprime alors :
dEc(M/R)
dt

2- Déterminons les puissances de chacune des forces agissant sur le point M.

= Mrsin?0 + mrrwsin?0 + mricos?6

% P(P/R) = P.V(P/R) = —mg k. (isinbe, + rwsinde, + icos@k) = —mgi-coso

L

P(R/R) = RV(R/R) = (Roes + R, €,).(sinfe, + rwsinbe, + icosOk) =
(RgcosO e, + R, €, — Rysind k). (i'sinfe, + rwsinde, + icosOk) =
RgrsinfcosO + R,rwsind — Ry1 cos 6 sind = R,rwsind

3- Par applications du théoreme de I'énergie cinétique.

dE.(M/R) .,
—ar - P(P/R) + P(R/R)
= mrisin* + mrirwsin®0 + miicos’0 = — mgicosd + R,rwsind
On’a: R, = 2mrsin6
= mrisin?0 + mrrwsin®’0 + mricos’0 = — mgicos@ + 2mriwsin*0
= ¥sin%*0 + rwsin?0 + icos*0 = — gcosO + 2rwsin?0

= ¥ — rwsin’0 = — gcosO

On retrouve donc: ¥ —rw?sin®0 + gcosd = 0

4- L’équation horaire du mouvement sachant que : r(t = 0) = ryet7(t = 0) = 0.

_wsi . gcos6
r(t) = Ae—@sinbt + B e wsindt +
® w?sin?6
0
a7 i . ey 'r' t — 0 — T — A + B + gCOS
En utilisant les conditions initiales : { ( ) 0 w2sin20

7(t=0) =0=— Awsinf + Bwsinf

1 gcosf
On trouve donc: A= B=>[r,—
2 [ 0 wzsinze]
N 1 gcoso —wsinbt indt gcos6
D’ou : rt) ==(r9 — e~ wsin + e®stn + =
( ) 2( 0 wzsinZQ)( ) w?sin20
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