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Examen de Mécanique Analytique & Vibrations 

Problème de Mécanique Analytique 

Par rapport au repère orthonormé direct fixe et galiléen R0(O, x0⃗⃗  ⃗ , y0⃗⃗  ⃗, z0⃗⃗  ⃗) où 

(O, z0⃗⃗  ⃗) est la verticale ascendante, on considère dans le champ de pesanteur g⃗ , le 

mouvement d’un cône homogène (S) autour de son sommet fixe O. Le solide (S) et 

de masse m, de centre d’inertie G et d’axe de symétrie de révolution (O, z ). 

 
On pose OG⃗⃗⃗⃗  ⃗ = a z  (a > 0) et on note A, A et C les moments principaux d’inertie 

de (S) en O. On introduit les repères orthonormés directs intermédiaires : 

R1(O, u⃗  , v⃗ , z0⃗⃗  ⃗) et R2(O, u⃗  , w⃗⃗⃗ , z ) et on note : ψ = (Ox0⃗⃗  ⃗, Ou⃗ 
̂ ),  θ = (Oz0⃗⃗  ⃗, Oz 

̂ ) et φ les angles 

de précession, de nutation et de rotation propre de (S) mesurés autour de O. 

A tout instant, on suppose : 

- qu’une force connue, donnée par F⃗ = X u⃗ + Y w⃗⃗⃗  + Z z , est appliquée sur (S) en G. 

- et qu’une couple C⃗  impose à (S) une précession : ψ =  ωt + ψ0 (ω et ψ0 constantes). 

Toutes les liaisons seront prises principales 

1- Donner, dans la base associée au repère R2, les composantes des vecteurs rotation 

instantanée Ω⃗⃗  (S/R0) de (S) par rapport à R0 et vitesse V⃗⃗  (G/R0) de G par rapport à R0 

compatibles avec les liaisons principales. 

2- Calculer l’énergie cinétique compatible T(S/R0) de (S) par rapport à R0; 

3- Donner l’énergie potentielle de pesanteur Up(S/R0) de (S) par rapport à R0; 

4- Calculer les puissances virtuelles de la réaction R0⃗⃗ ⃗⃗  , du couple C⃗  et de la force F⃗ . 

5- Ecrire les équations de Lagrange du mouvement de (S) par rapport à R0. 

Problème de vibrations 

Le système de la figure ci-contre est constitué d’une masse 𝒎, d’un ensemble de 

ressorts 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 et d’un amortisseur de coefficient d’amortissement visqueux 𝜶. 
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1. Trouver le système équivalent. On donne : 

𝑘1 = 𝑘  et 𝑘2 = 𝑘3 = 2𝑘 

I- Etude du système libre non amorti 

1- Trouver l’équation différentielle du mouvement.  

2- Déduire la pulsation propre 𝜔0 et la solution de 

l’équation différentielle du mouvement. 

II. Etude du système libre amorti 

1- Donner l’équation différentielle du mouvement. 

2- On donne 𝛼 = √
𝑘𝑚

8
, calculer le facteur d’amortissement 

𝜹 puis la pulsation des oscillations amorties 𝜔𝑎. 

3- Donner la solution de l’équation différentielle du mouvement dans le cas des 

oscillations faiblement amorties. 

III. Etude du système forcé amorti 

Le système est soumis à une force extérieure F(t) = F0cosΩt appliquée à la masse 𝒎. 

1- Etablir l’équation différentielle du mouvement forcé amorti. 

2- Donner les expressions de l’amplitude (𝛀) et de la phase (𝛀) de la solution 

particulière représentant le régime permanent. 

3- Donner la solution générale de l’équation différentielle du mouvement. 
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Correction de l’examen de Mécanique Analytique & Vibrations 

Problème de Mécanique Analytique 

 
Le solide est paramétré par 6 paramètres principales : (x, y, z) et (ψ, θ, φ) 

On a :  O est un point fixe 

           et ψ =  ωt + ψ0 

R0(O, x0⃗⃗  ⃗ , y0⃗⃗  ⃗, z0⃗⃗  ⃗)   ⟶⏞

rot ψ:precession

(O,z0⃗⃗⃗⃗ ) 

   R1(O, u⃗  , v⃗ , z0⃗⃗  ⃗)  ⟶⏞

rot θ
(O,u⃗⃗ )

  R2(O, u⃗  , w⃗⃗⃗ , z )   ⟶⏞

rot φ

(O,z⃗ ) 

 RS lié à (S) 

1- les composantes de vecteur rotation Ω⃗⃗  (S/R0) 
Ω⃗⃗  (S/R0) =  ψ̇z0⃗⃗  ⃗   +  θ̇u⃗  +  φ̇z  =  ωcosθ z  + ωsinθ w⃗⃗⃗ +  θ̇ u⃗  +  φ̇z  =  θ̇ u⃗  + ωsinθ  w⃗⃗⃗ + ( ωcosθ + φ̇) z   

Avec   z0⃗⃗  ⃗   =  cosθz  + sinθ w⃗⃗⃗  

∂Ω⃗⃗ 

∂θ̇
 =  (

1
0
0

 

∂Ω⃗⃗ 

∂φ̇
 =  (

0
0
1

 

Ω∗⃗⃗⃗⃗ (S)  =  (
θ∗

0
φ∗

R2(O,u⃗⃗  ,w⃗⃗⃗ ,z⃗ )

⬚

 

Les composantes de vecteur rotation V⃗⃗  (G/R0) 

V⃗⃗  (G/R0) = V⃗⃗  (O/R0) + Ω⃗⃗  (S/R0) ∧ OG⃗⃗⃗⃗  ⃗ = aΩ⃗⃗  (S/R0) ∧ z 

=  a(θ̇ u⃗  + ψ̇sinθ w⃗⃗⃗ + ( ψ̇cosθ + φ̇) z  ) ∧ z =  a(−θ̇w⃗⃗⃗  + ψ̇sinθu⃗ ) 

V⃗⃗  (G/R0) =  aωsinθu⃗ − aθ̇w⃗⃗⃗   

V⃗⃗  (O/R0) = 0⃗  : O est fixe 

Donc : V∗⃗⃗⃗⃗  (G/R0) =
dV⃗⃗  (G/R0)

dθ̇
θ̇∗ + 

dV⃗⃗  (G/R0)

dφ̇
φ̇∗ =  −aθ̇∗w⃗⃗⃗  

Avec 
dV⃗⃗  (G/R0)

dθ̇
= −aw⃗⃗⃗  et Avec 

dV⃗⃗  (G/R0)

dφ̇
= 0⃗  
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V∗⃗⃗⃗⃗  (G/R0)  =  (
0

−aθ̇∗

0R2(O,u⃗⃗  ,w⃗⃗⃗ ,z⃗ )

⬚

 

2- Calcul de l’énergie cinétique compatible T(S/R0) de (S) par rapport à R0 

ψ =  ωt + ψ0 : liaison principale dépendante du temps ; donc T est non quadratique 

T(S/R0) =
1

2
 m[V⃗⃗ (O/R0)]

2
+ 
1

2
Ω⃗⃗  t(S/R0)[JO]Ω⃗⃗  (S/R0) 

T(S/R0) = 0 + 
1

2
Ω⃗⃗  t(S/R0) [

A 0 0
0 A 0
0 0 C

]

(u⃗⃗  ,w⃗⃗⃗ ,z⃗ )

Ω⃗⃗  (S/R0) 

T(S/R0) =
1

2
 {A( ω2sin2θ⏟    

non quadratique

+ θ̇2) + C( ωcosθ⏟  
non quadratique

 + φ̇)2} 

3- L’énergie potentielle de pesanteur Up(S/R0) de (S) par rapport à R0 est :  

Up(S/R0) = +mg OG⃗⃗⃗⃗  ⃗. z0⃗⃗  ⃗ = + mgacosθ + cste 

On trouve donc, les forces généralisées :  

Qθ = − 
∂Up

∂θ
= mga θ̇ sin θ et Qφ = − 

∂Up

∂φ
= 0 

4- Calcul des puissances virtuelles de la réaction R0⃗⃗ ⃗⃗  , du couple C⃗  et de la force F⃗ . 

  Bilan des forces : 

  P⃗⃗ =  −mg z0⃗⃗  ⃗  conservative 

  R0⃗⃗ ⃗⃗  =  (

 RN1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

RN2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

RN3
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

 liaison 

 F⃗   avec  F⃗ = X u⃗ + Y w⃗⃗⃗  + Z z  

 C⃗ = C z0⃗⃗  ⃗ liaison 

Les puissances virtuelles : 

  P∗(R0⃗⃗ ⃗⃗  ) = R0⃗⃗ ⃗⃗  . V⃗⃗ (O/R0) =  0  car  V⃗⃗ (O/R0) = 0⃗  ⟹ V∗⃗⃗⃗⃗ (O/R0) = 0⃗  

 P∗(F⃗ ) = F⃗ . V⃗⃗  ∗(G/R0) = (
X
Y
Z
. (

0
−aθ̇∗

0
=  −aYθ̇∗  P∗(F⃗ ) = −aYθ̇∗ 

Qθ = − aY et Qφ =  0 

 C⃗  agit juste sur la précession 

Donc P∗(C⃗ ) = C⃗ . Ω⃗⃗ precesion
∗
= 0 

car  Ω⃗⃗ precesion =  ψ̇ z0⃗⃗  ⃗ =  ω  z0⃗⃗  ⃗  ⟹  Ω∗⃗⃗⃗⃗ precesion = 0⃗  ⟹ Qθ =  0 et Qφ =  0 

Ω⃗⃗ precesion
∗
=  

∂Ω⃗⃗ precesion

∂θ
∂θ +   

∂Ω⃗⃗ precesion

∂φ
∂φ = 0  

On trouve donc :  

Qθglobal = − a Y et Qφglobal
= 0 

5- Les équations de Lagrange du mouvement de (S) par rapport à R0. 

θ, φ, θ̇ et φ̇ sont indépendantes 

Lφ : 
∂T

∂φ̇
= C(φ̇ +  ωcosθ)           

∂T

∂φ
= 

∂UP

∂φ
= 0  et  Qφglobal

= 0 

Donc d’après l’équation de Lagrange 
d

dt

∂T

∂φ̇
= 0  ⟹  

∂T

∂φ̇
= cste    ⟹    φ̇ +  ωcosθ = cste = K 

donc à t= 0  φ0̇ +  ωcosθ0 = 0 : Les conditions initiales 
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Lθ : 
∂T

∂θ̇
= Aθ̇ 

∂T

∂θ
=  Aω2sinθcosθ − Cωsinθ (φ̇ +  ωcosθ) = Aω2sinθcosθ −

Kωsinθ  
avec C (φ̇ +  ωcosθ) = cste = K 

∂UP
∂θ

= −mga sinθ 

Qφglobal(sans UP) 
= 0 

Donc d’après l’équation de Lagrange 
d

dt

∂T

∂θ̇
− 
∂T

∂θ
+
∂UP
∂θ

 = Qφglobal(sans UP) 
 

Aθ̈ −  Aω2sinθcosθ + Kωsinθ − mga sinθ =  − a Y  
Deux équations des 2 inconnus θ et φ 

Problème de vibrations 

1- Ecriture du système équivalent :  

 Les 2 ressorts sont en parallèles donc    𝑘𝑒1 = 𝑘2  +  𝑘3  =   4𝑘 

 Les 2 ressorts sont en parallèles : donc   𝑘𝑒2 =  𝑘 +   4𝑘 =   5𝑘 

 

Donc on peut avoir le schéma ci-contre. 

I. Etude du système libre non amorti 

- L’énergie cinétique :   𝑇 =  
1

2
𝑚𝑥̇2 

- L’énergie potentielle :   𝑈 = 
5

2
𝑘𝑥2 

- La fonction de Lagrange: 

𝐿 = 𝑇 − 𝑈 = 
1

2
𝑚𝑥̇2  −  

5

2
𝑘𝑥2 

Dans le cas d’un système libre non amorti, l’équation de Lagrange 

s’écrit : 
d

dt
 (
∂L

∂ẋ
)  −  (

∂L

∂x
)  = 0  ⟹ 

d

dt
 (
∂L

∂ẋ
) = m ẍ (

∂L

∂x
) =  −5 k  x 

1. Ecriture de l’équation différentielle du mouvement :   m ẍ  +  5 k  x =
  0 
2. a) Déduction de la pulsation propre ω0: On peut écrire l’équation 

différentielle sous la forme: ẍ  +  
5 k

m 
  x =   0, tel que  ω0

2 =  
5 k

m 
: donc : 

ω0 =  √
5 k

m 
 

b) La solution de l’équation différentielle du mouvement : La solution est sinusoïdale du 

type : 
x(t) =   Acos(ω0t +  φ) 

II- Etude du système libre amorti 

- La fonction de dissipation :  

Dans le cas d’un système libre amorti, l’équation de Lagrange s’écrit : 
d

dt
 (
∂L

∂ẋ
)  −  (

∂L

∂x
)  = −

∂D

∂ẋ
 

∂D

∂ẋ
=  α ẋ 

1- Ecriture de l’équation différentielle du mouvement : m ẍ +  α ẋ  +  5 k  x =   0 
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2- Calcul du facteur d’amortissement δ puis la pulsation 𝜔0 pour α =

 √
 mk

8 
:  

On peut écrire l’équation différentielle sous la forme :  

 {
ẍ +  

α

m
 ẋ  +  

5 k

m
  x =   0

ẍ +  2δ ẋ  +  ω0
2  x =   0

 

 tel que : δ =  
α

2m
 et ω0 =  √

5 k

m 
 

δ =  
1

2m
 √

 mk

8 
   ⟹   δ =  

1

4
 √

 k

2m 
   ,   ωa =  √ω02 − δ2 = √

5k

m
−

k

32m
  

⟹  ωa = √
159k

32m
 

3- La solution de l’équation différentielle du mouvement δ <  ω0   →   x(t) =

  Ce−δtsin(ωat +  φ) 

x(t) =   Ce
−√

𝑘
32𝑚

𝑡
sin(√

159k

32𝑚
t +  φ) 

III- Etude du système forcé amorti 

Le système est soumis à une force extérieure F(t) = F0 cosΩt appliquée à la masse m. 

Dans le cas d’un système forcé amorti l’équation de Lagrange devient :  
d

dt
 (
∂L

∂ẋ
)  −  (

∂L

∂x
)  = −

∂D

∂ẋ
+ 𝐹(𝑡) 

1- Ecriture de l’équation différentielle du mouvement : 
m ẍ +  α ẋ  +  5 k  x =   F0cosΩt 

2- Ecriture de la solution de l’équation différentielle du mouvement en 

donnant l’expression de l’amplitude et de la phase Φ(Ω): 

A =  
B

√(ω02− Ω2)+(2δ)2
   ,   Φ(Ω) = Arctg 

−2δΩ

ω02− Ω2
 ; B = 

F0

m
 

3- La solution générale de l’équation différentielle du mouvement : 

 

 

x(t) = xH(t) + xP(t) =    Ce
−δtsin(ωat +  φ) + 

B

√(ω02− Ω2)+(2δ)2
sin (Ωt +  Arctg 

−2δΩ

ω02− Ω2
) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


