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Examen de Mécanique Analytique & Vibrations

Probleme de Mécanique Analytique

Par rapport au repere orthonormé direct fixe et galiléen Ry (0,Xq,¥q,Zo) OU
(0,Zg) est la verticale ascendante, on considére dans le champ de pesanteur g, le
mouvement d'un cone homogene (S) autour de son sommet fixe O. Le solide (S) et
de masse m, de centre d’inertie G et d’axe de symétrie de révolution (O, Z).
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On pose 0G =aZ(a > 0) etonnote A, A et C les moments principaux d’inertie
de (S) en O. On introduit les reperes orthonormés directs intermédiaires :
R,(0,T,¥,7g) et R,(0,U, W, %) et on note : = (0%,, 01), 6 = (0zg, 0Z) et @ les angles
de précession, de nutation et de rotation propre de (S) mesurés autour de O.

A tout instant, on suppose :

- qu'une force connue, donnée par F = XU+ YW + Z7, est appliquée sur (S) en G.

- et qu'une couple C impose a (S) une précession : ¢ = wt + P (w et P, constantes).
Toutes les liaisons seront prises principales

1- Donner, dans la base associée au repére R,, les composantes des vecteurs rotation

instantanée O (S/R,) de () par rapport a R et vitesse V (G/R,y) de G par rapport a Ry
compatibles avec les liaisons principales.

2- Calculer I'énergie cinétique compatible T(S/Ry) de (S) par rapport a Ry;

3- Donner I'énergie potentielle de pesanteur U,(S/R) de (S) par rapport a Ry;

4- Calculer les puissances virtuelles de la réaction Ry, du couple C et de la force F.

5- Ecrire les équations de Lagrange du mouvement de (S) par rapport a R,.

Probléme de vibrations

Le systeme de la figure ci-contre est constitué d’une masse m, d'un ensemble de

ressorts k4, k, ks et d'un amortisseur de coefficient d’amortissement visqueux a.
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1. Trouver le systeme équivalent. On donne : S
k1=ketk2=k3=2k
I- Etude du systéme libre non amorti k, ks

1- Trouver I'équation différentielle du mouvement.

2- Déduire la pulsation propre w, et la solution de

I’équation différentielle du mouvement.

II. Etude du systéeme libre amorti

1- Donner I'équation différentielle du mouvement.

,k .
2- On donne a = ?m, calculer le facteur d’amortissement

6 puis la pulsation des oscillations amorties w,.
3- Donner la solution de I'équation différentielle du mouvement dans le cas des
oscillations faiblement amorties.

I11. Etude du systéme forcé amorti

Le systeme est soumis a une force extérieure F(t) = FycosQt appliquée a la masse m.
1- Etablir I’équation différentielle du mouvement forcé amorti.

2- Donner les expressions de l'amplitude () et de la phase (2) de la solution
particuliere représentant le régime permanent.

3- Donner la solution générale de I'équation différentielle du mouvement.
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Probleme de Mécanique Analytique
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Le solide est paramétré par 6 parametres principales : (x, y, z) et ({,6, ¢)
On a: O est un point fixe

ety = wt+ Y,

1- les composantes de vecteur rotation Q (S/Ry)

Q(S/Ry) = Vzg + 06U + ¢Z = wcos®Z + wsinOW + 61 + ¢7 =

rot Yi:precession rot 0 I'Otﬁ(p
(0,70) (0,0) (02)
Ro(0,%X5,Y0 Zo) = R,(0,U,V,Z5) S R,(0,U,W,Z) = Rgliéa(s)

U + wsin® W+ (wcosd + @) Z

Avec Zog = cosOZ + sin@ w

- 1 —

0 7

Py <0 A 0

0
aQ _ (g =
0 \1 0
Q'(S) = (0 7]
R, (01 wz) @ ue v

Les composantes de vecteur rotation V (G/Rg)

V(G/Ry) = V(O/Ry) + Q(S/Ry) AOG = all (S/Ry) A Z
= a(0d + Psin@ W+ (Jicos® + @) Z)AZ = a(—OW + sinbu)
V (G/R,) = awsindu — abw
V (0/R,) = 0 : O est fixe

zl

Donc: W(G/RO) - (dGé/RO) o4+ & (dG(;R") ¢* = —ab'w
Avec VE/RI) _ _ et Avec m =0
dé do
[ simegue | ermsceurein AedhionSots | 2okl
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(—aé*

R,(0d,w7) 0

2- Calcul de I'énergie cinétique compatible T(S/R,) de (S) par rapport a R,

Y = wt+ Y, : liaison principale dépendante du temps ; donc T est non quadratique

1 - 1, —
T(S/Ro) = 5 m[V(O/R)]” + 58 (S/Ro)Jo] X (S/Ro)

V¥ (G/Ro) =

1., A 0 O .
T(S/Ry) =0 + E.Qt(S/RO) 0 A O Q (S/Ry)
0 0 Clgwg

1 .
T(S/Ry) = > {A( w?sin?0  + 62) +C( wcosd  + c'p)z}
non quadratique non quadratique
3- L’énergie potentielle de pesanteur U,(S/R,) de (S) par rapport a R, est :
Up(S/Rg) = +mg 0G.Z; = + mgacosf + cste
On trouve dong, les forces généralisées :
- _ % _ 3 si — _ 9% _
Qg = %o =mgaBsinO et Qp = e
4- Calcul des puissances virtuelles de la réaction Ry, du couple C et de la force F.
%l Bilan des forces :

+ P= —mgz, conservative
* R, = | Ry, liaison
£F avec F=XU+YW +2%

# C=Cz; liaison

Les puissances virtuelles :

% P*(Ry) = Ro.V(O/R,) = 0 car V(O/R,)=0=  V*(O/R,) =0
X / 0

£ P*(F) = F.V*(G/R,) = (Y. (—ae* = —ayé" P*(F) = —ayé*
Z\ 0

Qe = —aY et Q=0
* C agit juste sur la précession
Donc P*((_f) =C. 5precesion =0

—_ rd

N d
Car Qprecesion = Yz = w2z = Q*precesion = 0= Qg= 0Oet Q(p =0

e 00 ecesi 00 ecesi
— precesion precesion
-Qprecesion = Tae + Ta(p =0
On trouve donc :
Qeglobal = —ay et Q‘Pglobal =0

5- Les équations de Lagrange du mouvement de (S) par rapport a Ry.
0, @, 6 et ¢ sont indépendantes

LT ar_ v _ _
Lo : T C(¢p + wcosh) 5o~ o0 0 et Q‘Pglobal =0
Donc d’apres I'équation de Lagrange
d oT aT ,
T = 3% cste = @+ wcosh =cste =K

doncat=0 ¢y + wcosd, = 0: Les conditions initiales
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aT : aT

L6 -5 = A0 5= Aw?sinBcos® — Cwsind (¢ + wcosB) = Aw?sinBcosd —
Kwsin®
avec C (¢ + wcosB) = cste =K
oUp _
S0 —mga sinf
Q(pglobal(sans Up) -

Donc d’apres I'équation de Lagrange
doT 0T 0Up

. dtge 90 T30 T Yegobalsans up)
AB — Aw?sinBcosd + Kwsin® — mgasind = —ayY
Deux équations des 2 inconnus 6 et ¢

Probléme de vibrations

1- Ecriture du systeme équivalent :

i

o Les 2 ressorts sont en paralleles donc k.; = k, + k3 = 4k

o Les 2 ressorts sont en paralleles : donc k., = k + 4k = 5k 5k

Donc on peut avoir le schéma ci-contre. 1 pm |-
L. Etude du systéme libre non amorti J_

- L’énergie cinétique : T = %m:’cz «
- L’énergie potentielle: U = 2 kx?
2
- La fonction de Lagrange:
5

L =T—U=1m5c2 — —kx?
2 2

Dans le cas d'un systéme libre non amorti, ’équation de Lagrange &
s’écrit :

o
L= @0 = 2(-mx(®)- s "
m

S

1. Ecriture de I'équation différentielle du mouvement: mX + 5k x =
0
2. a) Déduction de la pulsation propre w,: On peut écrire 1'équation

différentielle sous la forme: X + %k x = 0, tel que wy® = %k: donc: x()Y |
o= [

m
b) La solution de I'équation différentielle du mouvement : La solution est sinusoidale du
type :

x(t) = Acos(wot+ @)

II- Etude du systéme libre amorti
- La fonction de dissipation :

Dans le cas d'un systeme libre amorti, I'équation de Lagrange s’écrit :
d (6L) (6L> 0D
dt \ox ox) 0%
aD

= ax

9%
1- Ecriture de I'équation différentielle du mouvement: mX+ ax + 5kx = 0
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2- Calcul du facteur d’amortissement & puis la pulsation w, pour o =

.
On peut écrire l'équation différentielle sous la forme sk
. ., 5k
{ X+ —%X+>=x= 0
m m
X+ 28% + wp’x =0
0 x(®
tel que: 6= ~—etwy= |>=
que:-9= om 07 \m
a
1 k 1 [k sk k
§= — |— = 8§==- |— , Wy = Jwo?— 8= |[———
2m 8 4 2m m 32m
159k ’
=1 w, = _—
32m

3- La solution de I'équation différentielle du mouvement § < w, — x(t) =
Ce%sin(w,t + @)

_ /L 159k
x(t) = Ce 52m'sin —mt+ @

II1- Etude du systéme forcé amorti
Le systeme est soumis a une force extérieure F(t) = F, cosQt appliquée a la masse m.
Dans le cas d'un systeme forcé amorti I’équation de Lagrange devient :
d (oL oL D
x5 - G) =-R+FO

1- Ecriture de I'équation différentielle du mouvement :

\\\

mX+ ax + 5k x = FycosQt 5k
2- Ecriture de la solution de I'équation différentielle du mouvement en
donnant I"expression de I'amplitude et de la phase ®(Q): x(® M $ F(1)
_ B _ -280 o, _ Fo
A= s ®(Q) = Arctg - 5B = ° l
3- La solution générale de I'équation différentielle du mouvement : I;I;
7

x(t) = xg(t) + xp(t) = Ce %% sin(w,t+ @) + sin (Qt + Arctg

-28Q )
woz_ 02

B
V(wo?- 0?)+(28)?
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