CONTROLES CORRAIGES [ —

Mécanique du point matériel :
Contréle N : 1 Mécanique de point Filiere SMPC/SMA 2007-2008 FSSM :

Exercice 1 :

On considere un point matériel M se déplacant dans un référentiel R(O, xyz) muni de la base
@7, l?).Les coordonnées du point M dans R sont données par :

X(@t)=t+1; y(t) =t?>+1etz(t) =0, (t étant le temps).

a) Donner I’équation de la trajectoire de M dans R .En déduire sa nature ;
b) Calculer la vitesse V(M/R) et I’accélération 7(M/R) du point M.

Exercice 2 :

On considere une courbe (C) sur laquelle se déplace un point matériel M d’abscisse curviligne
s(t).La vitesse du point M dans R(O,xyz) est V(M/R) de module V = ds(tt). On défini la base locale(ou

d
base de Frenet) (% 1, b).telle queV(M/R) =V x %.

a) Que désigne les vecteurs 3,7 et b.
b) Montrer que I’accélération du point M est donnée par :

2
Yy(M /R) = i—‘t’% + VTﬁ’ ; I étant le rayon de courbure de la trajectoire (C) au point M.

c) Exprimer r en fonction deV(M/R) ety(M/R).
Exercice 3 :

On considére la base (1,7, k) attachée a un référentiel absolu R(O,xyz) et la base (é’p,ap,ﬁ) lié a
un référentiel R1(O,x;y121).Un point M est assujetti a se déplacer sur un tige(T,). La tige (T,) est
solidaire en O; avec une tige (T) en rotation autour de I’axe (Oz) d’angle ¢(t) , (voir figure). La tige

(T,) est située dans le plan vertical (€, E). Le point O, est repéré par ﬁ)} = p(t)€, et le point M est
repéré sur la tige (T4) par

0,M = Vot i (Vo = Cte).Le vecteur U fait un angle o constant avec le vecteur €,
N.B : Toutes les expressions vectorielles doivent étre exprimées dans la base
(&), €, K)
I. Etude de la cinematique de M par calcul direct :
a) Vérifier que la vitesse de rotation S_i(Rl/R) = q‘;fé.
b) Exprimer i en fonction de e, , K et I’angle a.

c) Donner I’expression du vecteur position OM.

d) Déterminer la vitesse absolue de M, V(M/R) .
e) Déterminer I’accélération absolue de M, y(M/R) .

Il.  Etude de la cinétique de M par décomposition de mouvement
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a) Déterminer la vitesse relative de M, V(M/Rl) .

b) Déterminer la vitesse d’entrainement de M, V,(M) .

c) En déduire la vitesse absolue de M , V(M/R) .

d) Déterminer I’accélération relative de M, y(M/R;) .

e) Déterminer I’accélération d’entrainement de M , y M)
f) Déterminer ’accélération de Coriolis de M, ¥.(M) .

g) En déduire I’accélération absolue de M, y(M/R) .

Z
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Corrigés Controle N :1 Mecanique de point Filiere SMPC/SMA 2007-2008 FSSM:

Exercice 1 :
a) Soit un point matériel M de coordonnées

x(t),y(t) et z(t) données par:
x()=t+1 ();y@d)=t>+1 (2) et z(H)=0 (3).

L’équitation de la de
1) »t=x)—-1 on remplace dans

@) —»y®O=CxO-D*+1.

M dans R
I’équitation

trajectoire

Jim /(D) = +oo

y'(®) =0-x()= -1

v

Donc la trajectoire décrit par le point M est un Parabole.

b) Calculons : la vitesse V(M/R)

doM| _ d[ (t+DT+(2+1)]]

V(M/R) = 1T+ 2tj
dt | dt R
Alors : V(M /R) = 11+ 2tJ
. : dij _dj| _ dk| _
let] sont fixe dans R donca R dt|R i 0
L’accélération y(M/R)
dV(M/R d(1i + 2t7
you/py = T A 2O 55 done: | M /R = 27
dt dt
R R
Exercice 2 :
a) T: Vecteur unitaire tangent en M, elle a le méme sens du mouvement.
n : Vecteur unitaire L a T dirigé vers le centre de courbure.
b : Vecteur unitaire L au plan qui contient les deux vecteurs et 1 .

¥z
dt

b) Montrons que y(M /R) =

V2.,
+ -0 (avec r le rayon de courbure).

On aV(M/R) =Vt Alors yM/R) =% F+ V|

o, G AT ds & & da
Plal, TasTady T TN T G Tdads
S(M/R) = n S dT da 1 Al '_’(M/R)—dv - dsxdtxds
v "R @ ds R JAOoTSHY T atlg T dt T ds  dtlg
= R = 24 (ds)z « B sommy =Y 24 Vs
v “atlg T \a) TR v T dtlg T RD
c) Ren fonctionde V(M /R) et 7(M /R).
e - - dv - - V2—> VS_) S A = o P
VM/RAM/R) = VOA (| )+ (VEATH) =TB  (avec tAi= b et [[b]| = 1)
v =% v
VIM/R)AYM/R)|| = —- = R=-—= -
R [VIM/ROAT(M/R)|
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Exercice 2 :
R(Oxy,Z) — (i],k) Référentiel absolu et R1(O,xlylzl).— @p, Eq,,ﬁ) Référentiel
relatif.
00, = p(t)€, ; 0M = Vot avecV, =Cst et (ﬁ’/\é’p) = a = Cst.
@l o ar(inR dEy _ dEy _d
dtlg ~atg = ar R— 0 car(l,],k) Basede R et dtlgy — dtlgy ot .

0 car (T, I E) Base de R1
Toutes les expressions vectorielles doivent étre exprimées dans la base (€, Bq),ﬁ)
I. Etude de la cinématique de M par calcul direct

a) La vitesse de rotation Q(R,/R)

dé deé N
En effet : - == +Q(R,/R)AE
dt g = dtlgyg (R1/R)AE, i €,= cos@l + sing]
d(cos@T + sin - S o .
= ( (pdt (pT) =04+ Q(Rl/R)/\_e)p €, = Sin@I + cos]
d( . ) R d(cosp) dcos@ « do
cos@1 + sin = —
® L2 @(—sin@i + cos@)) = @&, dt | de ot
dt R
d(cos@T1 + singy) - = —sing X ¢
d = @kAe,
t R
Alors : Q(R,/R) = ok
b) L’expression de u en fonction de €, , €, Keta
M

_
U= cosaé’p +sina k

|

) L’expression de OM “ g, 0 04
OnaOM = 00; + 0;M = p(£)8, + Vot T
OM = p()e, + Vot (cos aé, +sina K) Alors : OM = (p(t) + V,t cosa)€,+Vot sinak
a) La vitesse absolue de M, V(M / R)

doMm d(001+01M)| (p(t)+V0t cosa)€,+Vot smak)

Ona: V(M/R) = o

Avec Vyet a sont des constantes K fixe dans R

—

- de -
V(M/R) = (p(t) + v, cosa)e, + (p(t) + Vot cosa) d_tp + Vot sina k

R
de de deo
A P _ P x — — . —
VECTar| T de T at ) PCeo

V(M/R) = (p(t) + v, cosa)e, + (p(t) + Vot cosa) ey, + Vot sina k




CONTROLES CORRAIGES [ —

b) L’accélération absolue de M :

. X X
A
4 hAYd V_H_)
d((p(t)+v0 cosa)ey+(p(t)+Vot cosa)Pey+Vot sina k)
R - dt

N dV(M/R) d2oM
VM /Ry = S0 =8

dA

aly
dB
@y

= p(De, + (p(H) + v, cosa)pe,

= @(p(t) + Vot cosa)e, + (p(t) + Vo cosa) e, + ¢*(p(t) + Vot cosa)(—e_p))

= (('p(p(t) + Vptcosa) + (p(t) + V, cosa))e‘p — @%(p(t) + Vot cosa)e,
de de do
sl I e 1 I

dc| T de (dt ] ©Co

T =0 Donc :

p) — @2(p(t) + Vot cosa)e,
YM/R) =1{¢(p(®) + p(t) + Vot cosa) + 2¢(p(t) + v, cosa) &
0k

Il.  Etude de la cinétique de M par décomposition de mouvement

a) lavitesse relative de M, V(M / R,)

= do,M
VM/Ry) = <3|

avec 0 I'origine de R, et O;M = Vyt (cosae, + sin aﬁ)
do,M
dt

=V0(cosae_p)+sinaﬁ) = V(M/Rl)zvo(cosoce_p’+sinaﬁ)
Ry

b) vitesse d’entrainement de M Ve (M)

= doo;
Ve(M) = dtl

— — d e
TR, /RINOH = Aere)

+ @kA(cos a @y + sina K)Vy t
R

V.(M) = p(t)e, + p()peg + pVotcosae, =

Ve(M) = p(6)&; + p(p(t) + Vo t cos W)

c) La vitesse absolue de M, V(M /R)

V(M/R) = V,(M) + V(M) = V(M/Ry) + Ve (M)

=V, (cos ae, + sinaE) +p(t)e, + @(p(t) + Vo tcosa)e,

V(M/R) = (p(t) + V, cos e, + @(p(t) + Vo tcosa)ey, + Vo sina k

d) L’accélération relative de M, y(M/R;)

[(Vo,a) sont des Constantes et (e,, k) fixe dans R,]

. dV(M/R,) d[V, ( cosae; + sinak S
V(M/Ry) = ——— _dlYo - I 3

R, R,

e) L’accélération d’entrainement de M , i/’e (M)
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R d?00;|  dOR/R)| — ~ .
Yo(M) = rrea Rmmn NOLM + Q(R; /R)A[Q(R; /R)NO; M|
R R

dO—Ol) . — . — v —

T = (p(t)ep + p(t)(peq)) L [001 = p(t)ep]

R

d20—01> . —_— . . —_— . . —_— .o ——> . - —

gz | =P +he()e, + ¢p()", + p()ge, — p(DOPE,

R

d%00,

F‘ = [6() — p(®)*]e; + [295(1) + p(D)Pley
R

dﬂ(thl/R)‘R AO;M = ((pK) A (Vot (cosa @, +sina E)))

O SOR/B| - _ d(¢K)
dt R dt

dO(R,/R)
dt R

= ¢k et Q(R,/R) = ¢k
R
NOM = (cpﬁ) A (Vot (cos ag, )) = ¢pVptcosae,

AR, /RA[GR, /RO M] = (¢K)A [(@E)/\ (Vot (cosa@, +sina F))]
= (K)A[@Vot cos ag, +0]

— 2 = . A= _ =
=—@“Vpt cosa e, L kA€, = —¢€,

YeM) = [5(t) — @*[p(t) + Vot cosalle, + [¢(Vot cosa + p(1)) + 2¢p(t)]e,

f) L’accélération de Coriolis : ¥, (M)
Yc(M) = 2Q(R,/R)AV(M/R;) & V(M/R,) est la vitesse relatif de M

YeM) = 2(ek)A[V; ( cos ae, + sina k)] = 2¢pVyt cosaggy +0

Yc(M) = 2¢Vpt cosa e,

g) L’accélération absolue de M, y(M/R )

Y(M/R) = Y(M/Ry) +¥e(M) + Yc(M)
=0+ [6(®) — @*[p(0) + Vot cosalle, + [¢(Vot cosa + p(1)) + 2¢p(D)]e,
+2¢Vpt cosaey,

—

@
b=l

[6(®) = @*[p(t) + Vot cosa]]
Dou: Y(M/R)= #(Vot cosa + p(t)) + 2¢(p(t) + Vot cosa) €
0 K

Il ne faut pas beaucoup d'esprit pour ce qu'on soit mais il en faut
infiniment pour enseigner ce qu'on ignore

Montesquieu
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Contrdle N : 1 Mécanique de point Filiere SMPC/SMA 2008/2009 FSSM:
Toute les bases considérées sont orthonormées directes

Exercicel

Les coordonnées d’une particule mobile dans le référentiel RO(O,?,f, E) sont données en
fonction du temps par :X(t) = t2 — 4t + 1 ; y(t) = —2t* et Z(t) = 3t>

—

Dans un deuxiéme référentiel R,(0,,5; =1,J5 =]k, = k), elles ont pour expression :
X, ()=t2+t=2 Y, ()=-2t*+5 Z,(t)=3t*-7

1) Déterminer les expressions des vitesses V (M/R,) et V(M /R;)

2) Exprimer la vitesse V(M/RO) en fonction de la vitesse V(M/Rl)

3) Exprimer ’accélération Y(M/R) en fonction de I’accélération y(M/R;)

4) Quelle est la nature du mouvement du référentiel R, par rapport au référentiel R, ?
5) Supposons R, galiléen.R;est-il aussi galiléen ? Justifier votre réponse.

Exercice 2

Soient R(0,7,7,k)un référentiel fixe et Ry(0.,77 =17 =J,k) un référentiel mobile tel
que : 17(01/R)=at]_1’ ou a est une constante positive.

Soit RZ(Ol,e_p’,Ep’, E) un deuxieme référentiel, lié a une particule mobile M (point matériel) et
tel que :
01M=le; oulest une constante positive et I’angle (17, €, )=¢(t) (voir figure)

Toutes les grandeurs vectorielles doivent étre exprimées dans la base (?;, e, k)

A. Considérer R(0,,j, k) comme référentiel absolu et R, (04,17, J7, k) comme référentiel

relatif

1) Quelle est la nature de la trajectoire de M dans R; ? (sans faire de calcul)
2) Déterminer I’expression du vecteur rotation ﬁ(Rl /R)
3) déterminer ’expression de la vitesse relative V(M/R,) et de la vitesse

d’entrainementV, (M). En déduire la vitesse absolueV(M).

4) Quelle est la nature du mouvement de R, par rapporta R ?

5) Déterminer I’expression des vecteurs accélérations relativesy (M /R;),
d’entrainement . (M).En déduire I’accélération absolue ¥, (M)

B. Considérer R(0,1,j, k)comme référentiel absolu et R,(04,€,,€,, k) comme référentiel

relatif

1) Donner I’expression du vecteur rotation ?):(Rz /R1).En déduire le vecteur rotation
G(R,/R)

2) Déterminer I’expression de la vitesse relative I7(M /R5) et de la vitesse
d’entrainement V/(M). En déduire la vitesse absoluel’ (M /R)
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3) Déterminer I’expression des vecteurs accélération relative ¥, (M /R,), d’entrainement
¥.(M) et de Coriolis y,(M) . En déduire I’accélération absolue y, (M)

4) Comparer les expressions de la vitesse absolue I7(M/R) déterminé dans les équations A-3

et B-2
5) Comparer les expressions de 1’accélération absolue ¥, (M) déterminées dans les equation
A-5et B-3
A
M
7 A
J L -
® K
koo g 0N 7
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Corrigé du contr6le N : 1 Mécanique de point Filiere SMPC/SMA 2008/2009 FSSM:

Exercicel:
X(t)=t>—4t+1 X, () =t*+t+2
Soity  Y(t) = —2t* { Yo ==2t*+5
Z(t) = 3t? Z,(t) =3t2 -7

1) Les expressions des vitesses V(M /R,) et V(M/R;)

L’expression de la vitesse V(M/RO)

V(M/R,) = dt‘/iR ((t2 — 4t + 1)T — 2¢4 + 3t2k) = V(MIR,) =(2t -4) T -8¢3 ] +6t k
0
L’expression de V(M/Rl)
N 7 2 =(_ (944 > 2_-\7 N
V(MIR,) =222 R (GRIEN| (2§t+5)f+(3t DN = @t +1)7 — 8637+ 6tk
1 Ry

2) V(MIR,) en fonction de la vitesse V(M/R,)
OnaV(M/R,) = (2t -4) T -8 t3] +6t k=(2t +1) T -5i-8¢t3] +6tk = V(MIR,) = V(M/R,) 51

3) ¥ (M/Ry) en fonction de ¥ (M/R;)

S dV(M/R
7 (MIRg) = 8RR, =

— = Z’=E’
L(VMIR)S) = (MIRg) =7 (MIR,) +0 (:)

7 (MIRy)=7(M/R,) Olibien: Ona V(M/R,)=(2t-4)I-8t37+6tk et V(M/R,)=(2t+1)7-8

t3 i + 6t k
FMIRo) = LUURD) =97 24427+ 6k et jWRy)=2CURD —or 2442746k
RO Rl

Finalement  ¥(M/R;) = y(MIR,)

4) La nature du mouvement du R; par rapport a R,

OnaQ (R,/Ry) =0 = translation
V((M/Ry) -V(M/R)) =51 = Rectiligne
Y(M/Ry) = y(MIR;) = Uniform

R; est en translation rectiligne uniforme

5) Si R, est galiléen alors R, est aussi galiléen
6) Car R, est en translation réctiligne uniforme par rapport a R.

Exercice 2 :

R (0], k) Référentiel fixe R,(04,15,J7,k) Référentiel mobile R;(04,e,, ey, k) Référentiel
lié a M.
V(01/R)=atj ,0:M =pe, avec:p>0 et(i,e,)=0 (1)

A. R(O,L] k) référentiel absolu et Ry(04,77,J7, k) relatif.
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La nature de la trajectoire de M dans Rj

—

Ona ||gM|| =1=cste Donc dans R, la trajectoire de M est circulaire de centre 0,

1) D’expression du ﬁ(RjL /R)

Le référentiel R, ne fait aucune rotation par rapporta R alors : ?i(Rl/R) =0

2) Expressions des vitesses relative et d’entrainement

Vitesse relative V(M/R;)

- do.M| d(pey de, de d
V(M/Ry) =2 SO0 o Sl o Sy A0
dt R dat Ry dat Ry do dt

V(M/Ry) =p ¢e,

Vitesse d’entrainement Ve)(M )

Ve’(M):del ot Q(R,/R)NOM

V(0 /R)=atj=at(sin ¢ e, +cosgpe,)
V(M) = at (singe, +cospe,)

Vitesse absolue V(M/R)

V(MIR)=V(M/R)+V, (M)
V(M/R) = atsingep + ( ¢ + atcosg)ep

3) Ona Q(R;/R)=0 =

translation
V(0:/R) =at]
4) L’accélération relative y(M/R;)

_d(pgey )
dat

. (ﬂ)_ dV(R_l)

R/ dt

Ry
- . — d —_—
F(M/R)==p o 2, +p (57 e,

L’accélération d’entrainement y, (M)

— dv(01/R dO(Ry/R
Ve (M) = (d;/ ) ] (dtl/ )
- datj > . — —
y(M) == Zt1|R=a] =a(singe, + cospey) =

L’accélération de Coriolis y.(M)

Yo (M)=2Q(R, / RINV(M / Ry) =0

e = d(pz_,A
. =pY ep—p ’r € vec Ty
1

AOIM + Q'A(Q N0 M)
R

€
1
¢
=p pe,
€
S
l
(p e—> —_— - . -
p €p =Cos@l+singj
ey, = —singi+ cos@j
]
%
€o
= réctiligne
de, de, d . —
- 2% (29 _ | ¢e,

g

y(M) =asing e, +acos ¢ e,

Ve (M) =0
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L’accélération absolue ¥, (M)

Ya (M) = Y(M/R)=Y'(M/R;y) +¥.(M) + ¥ (M)==p ¢ e, - pp*e,+ asinp e, +acos ¢ e,

Ya' (M) =(asing - pp?)e, + (p § + acos p) &,

B. R (O, k) comme referential absolu et R, comme relatif.

1) L’expression du vecteur rotation Q(R,/
Ry) [
0 e, = cos@l+singj
dep| _dep +5(R2/R1) Ne; €p @ A A
atlg, dtlg, e, = —sin@l + cos @]
d(cos @1 + sin - . R
ot D Gy /rN; j
R
%

Car | G 0 .

dt R, e(p
@ (-sin@ T+ cos p))=Q (%) Ne,

1

= ¢ e,= ¢p(kaey) = G(Ry/Ry) Ne,

Alors : ﬁ(RZ/Rl) = qu
L’expression de 5(R2 /R1)
OnaQ(R,/R) =Q(R,/R;) + O(Ry/R)=¢ k + 0 = QR,/R) =g k
2) I’expression de la vitesse relative V(M/ R,) et de la vitesse d’entrainement V(M).
En déduire la vitesse absolueV/ (M /R)
Vitesse relative V(M/R,)
T _doM| _d(pey)| _z - o
V(M/R,)= =ZP%) -3 = V(M/R,) =0
dt Ry dt R,
Vitesse d’entrainement V_e)(M)
Ona: V,(M)= o R+Q (R,/R;)NO1 M

Vo(M)== atj’+g'0E/\pe_p’=at(sin @ e,+cos peytppe,) =

V,(M) = atsing e, + (atcosp + ¢p)e,

Vitesse absolue V(M/R)

V(M/R) = V(M/R)+Vo(M)=0+V(M)

V(M/R) = atsing e, + (atcosp + ¢p)e,
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3) D’expression des vecteurs accélération relative ¥, (M /R,), d’entrainement ¥, (M)
et de Coriolis (M) . En déduire I’accélération absolue ¥, (M)

Accélération relative :;y(M/R3)

o dv(M/R s
F(M/Ry) = T2 =0

Ry

Accélération d’entrainement ¥, (M)

200 Q _— — —_— 200. N .
Ye (M) :ddzgl dﬂ(j:/R) . AO M + Q/\(Q /\01M) or: dd2201|R=a(sin pe,+cospe,)
dO(Rz/R)

dat

. NOM =@ kiN\pe, =p ge,

Ga(G a0, M ) = pk(pkApe,) =pk(pp e,)= —¢2 pe,
Ye (M) = (asing — pgp?) e, + (acos g + pfle,

L’accélération de Coriolis y,(M)

Ve(M) =2 G(R,/R)AV(M/R;) = 0 = Ye(M) =0

-L’accélération absolue Y, (M)

YaM) = F(MIR,) + 75(M) + (M) = 0 + 7;(M)+ 0 = Ya(M) = 7,(M)

4) Les expressions des vitesses absolues obtenues en A-3 et 8-2 sont identiques
5) Les expressions de 1’accélération absolue obtenue en A-5 et B-3 sont identiques le
calcul de I’accélération est indépendant de choix de référentiel



CONTROLES CORRAIGES [ —

Contrdle N : 1 Mécanique de point Filiere SMPC/SMA 2006-2007 FSSM
Toutes les bases considérées dans les exercices sont orthonormées directes
Exercice :1

Soient Ry,(0 X, Y, Z,) un référentiel absolus fixe et R(OXY Z,) référentiel relatif en
mouvement de rotation de vitesse angulaire Z_i = 6 par rapport a Ry (0 X, Y, Z,)

Un point M décrit un mouvement circulaire dans R(0 X Y Z,) auteur de I’axe0Z, JM est repéré
par ses coordonnées cylindriques (p, ¢, Z) (voir figure 1).

Onpose:p=0m=aqaetZ = OH = b ol a et b sont des constantes.

1) Rappeler les lois de composition des vitesses et des accélérations?
2) Déterminer dans la base orthonormée directe (e,, e, k)

a) Le vecteur position oM

b) Le vecteur rotationde R(0 XY Z,)) par rapporta Ry(0 X, Y, Z,).
c) Le vecteur vitesse relative Vr’(M ).

d) Le vecteur vitesse d’entrainement Ve)(M ).

e) Le vecteur vitesse absolue V, (M).

f) Le vecteur accélération relative y,.(M).

g) vecteur accélération d’entrainement y, (M).

h) Le vecteur accélération Coriolis y,(M).

i) Le vecteur accélération absolue y,(M).

Exercice :2

Un point matériel M de masse m est en mouvement sans frottement sur le plan horizontal XOY
d’un référentiel galiléen R(OXYZ). Un opérateur exerce une force de module F dirigée constamment
vers le point O.

M est repéré par ses coordonnées (p, @) (voir figure 2).

1) Représenter sur un schéma les forces appliquées a M
2) Appliquer le PFD dans le référentiel R et en déduire les deux équations suivantes:

( d? dp\?
h’"(ﬁ“?(%)) @.
dpde  d?¢

3)

a) En utilisant I’équation (2) montrer que p? Z—f = A ou A est constante.

b) Sachant que les conditions initiales a I’instant t = 0 sont les suivantes :
p(t=0)=p,,p(t=0)=po, ¢t =0) =g, et ¢p(t = 0) = ¢, (le point sur les
grandeurs indique %) en déduire que A = p2¢,
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4) On suppose g, nulle, p,nulle et F constant.

a) Etablir I’équation horaire p(t) du mouvement du point M.
b) Calculer le temps t; qu’il faut a M pour arriver au point O.

5) On suppose ¢, nulle, g, non nulle et la force F nulle. Etablir 1’équation horaire
p(t) du mouvement du point M.
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Corrigés de contréle N : 1 Mécanique de point Filiere SMPC/SMA 2006-2007 FSSM :
Exercice : 1

Soit Ry(0 X, Y, Z,) Un référentiel absolu Et R(0O XY Z,) Un référentiel relatif

ae

=0,om=a=cst etoh=b = cst
dtR

1) Les lois de compositions des vitesses:

I7(M/Ro): VM/R)+ Vo) AvecV(M/p) = ‘“’M ol O origine de R

Vo(M) =432

.t Q(R/R,)\OM

Les lois de cor Figure : 1 accélérations: Figure : 2
- = 7 2
P (M/r,)= 7L ) + vl + O avee 7(M/p) = 52|
Ve (M) = d;f;’ + 228 \OM + Q(R/R,)NA(R/R,)NOM
R, R

Ye(M) = 2Q(R/R,)ANV(M/R) ol V(M/R) est la vitesse relative

2) Déterminons dans la base orthonormée directe (e_,;, Ep’, E) M
x
c) Le vecteur position OM x{/x
OnaOM = Om +mM (relation de shale) OM = pe, = ae, % /‘/x' b
O = ae; + bR wi =00 =bk | |7,
e, a m

d) Le vecteur rotation Q(R/R,)

di| L di T Jo 7
Ona: —| =QR/RHIN+—
dt d o
R, R
7: fixe dans R donc %| =0aveci=cosfT, +sin6J, o
R ->
l
o 0

% (cosO1, +sin07j,) = Q(R/R,ON

d d -
— (cos 01,) + — (sin 07,) = Q(R/RHNT

d(cos@)de d(sm@)d@
a8 dr ot g dr o = AR/RIN

Ro(15.70, k_o)) : Référentiel absolu

R(f, 7, ﬁ) : Référentiel relatif

(—sin8)01, + (cos 8)67, = Q.(R/Ro)/\l
6(—sin@1, + cos6J,) = Q(R/R,ON
67 = Q(R/RIN = 6(kAD) = Q(R/R)IN = (6k)Ai = Q(R/R,)NI

6k = Q(R/R,) Finalement on trouve Q(R/R,) = 0k
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3) Le vecteur vitesse relative VT(M)

— — - d s —.
Vi(M) = V(M/R) = 14| =T (ag, + bk)

=0 cark est fixe dans R

. dk
Puisque : a = constante et pr

R
Alors V,(M) = #(ae_p)) +0= age, finalement V;(M) = age,

a) Le vecteur vitesse d’entrainement Vj(M)

—

V(M) =52

.t Q(R/R,)NOM Puisque le piont O fixe dans le Repére R, et de plus 00 = 0

Alors 4921 =
dt IR
Vo(M) = 0 + 0kA(ae, + bk) = OkAae,+0bkAk = dae, + 0 Alors V(M) = abe,

b) Le vecteur vitesse absolue Vj(M)
OnaV,(M) = V;(M) + V,(M) = age, + ade, = (agp + ab)e, = a(p + 0)e,
c) Le vecteur accélération relative y;(M)

de,

Vim| o d, d . de,
= a(a(pe(p)L = aa(qo)e(p + apr = age, — a<pzep

dt

¥r(M) =y(M/R) =

R
Finalement ;' (M) = a(ge, — ¢?e,)

d) Vecteur d’accélération d’entrainement yo (M)

— d Q(R/R vV Ny . .
Onay,(M) = ‘Z;’ZO (dt/ o) AOM + Q(R/R,)NQ(R/R,)NOM
R, R

Ve(M) =0 + GkA(ag, + bK) + OkA (OKA(ag, + bK)) = fae, + OkAabe,
Ye(M) = —af%e; + Gae,

e) Le vecteur accélération Coriolis y.(M)

Onay(M) = 2G(R/R,)AV(M/R) = 2G(R/R,)AV,(M) = 26kAage,

Ye(M) = —2ab¢pe,

Vecteur d’accélération absolue y, (M)

YaM) =% (M) + V(M) + (M) = a(@e, — p?e,) — ab®e, + bae, — 2a6¢pe,
Ya(M) = —a(p? + 6% + 2a9'¢)e_,; +a(¢+0)e,

Ya(M) = —a(p +6) €, +a(¢ + b)e,
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Exercice : 2

R(O XY Z) est un référentiel galiléen et M en mouvement sans frottement sur le plan (XOY)
alors les deux composantes R et R, sont nuls (R, = R, = 0)

1) Représentation graphique : sur le plan (ZOM)

la réaction : R = R,k R,
laforce : F = —Fe,
le poids : P = —mgk

T
<

2) On applique le PFD dans le référentiel R

Ona: my(M) = Zﬁext (M) = my(M) = —mgk — Fe; + R,k

= my(M) = —Fe, + (R, — mg)k Plan (ZOM) P

- d2oM d?(pe,
AvecYy(M) = —5| = ((ipz”)
Ll Y L Y
d(pe,) _dp Ao d*(pep)| _ dp*— dpdo—  dpde—  d’¢
— 7 =
e [p T dt P+pdte‘l’ de? T de2 p+dtdt ‘P+dtdt (p+pdtze¢
2
p(dt €p

R dp? do\’ dpdep  d*¢|_,
Fon = |50 () ep+[2——+ @ | %

. dp?  rdeN\*_ dpdp = d*¢
Par la suite: m —p( ) 0

]Q = —Fe, + (R, —mg)k

- - 2——— 4+ p——
dt? dt e T pdtz
@) T\
atz~ P\at 2
m dpd(ﬂ+ d2§0 = 0 e(p
at at " P ae R
0 e—p)ré(_;rié z g
la projection sur e,
. . dpde  d*¢]_ ) _ ., . -
— — =e, {-F R, —
\ { [dtz ] [ acdr Pac|% ep{=Fe + (R, = mg)k}

F=- [lez_p<dt> ]

la projection sur e,,

_ _ dpde  d*ol ) _ . -
e { [dtz - ] [ Frra e e, = €,.{—Fe, + (R, —mg)k}
2

dpde  d?¢ dpde  d?¢
2—— =0=2——+p—>=0
[ dt de ' Paez dt2 dr e TP ar
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3)
a) Montrons que p? 1—‘1’ =A
Premiere méthode :

dpde ¢ _ squati
Ona2 ol e 0 équation(3)
< quati dpde | oo 4 p2) 20, 2 de
Equation (3) x p = 20, TP z=0 = dt(p ). TP z=0
. 2 d(p ;- .
Sionpose: p°=f et L= 9on constateque f.g=f.g = (f.g)

2 d¢

d
Donc = (p =

) =0 = f(% (pz.(;—(f) = 0) = pz.(;—(f = A _ou A est une constante

Deuxiéme méthode

2do d( 2 d(p)_ d dp do 2d%p dp do d2p
—= = — — )= — = —_—— — =0 =>2—— — =
Onap dt A dt P dt th 2'Dult dt+p dt? 0 zdt dt+ dt? 0

b) en déduire que A = p2¢,
Ona: A=p?22 = p2p =4
Pourt=0ona: p(t=0)=p, = p?(t=0)=p,2 et ¢(t=0)=¢, DoncA = p,? ¢,
4) On suppose @ nulle, p,nulle et F constant.
Qo =po=0 et F=Cst
L’équation horaire p(t) du mouvement du point M
Onapz(:i—(f=A= pépo=0 = p? =00u(2—(f=0 avec p(t) # 0

dp _ _ . d?p(D) d’p(t) _ F
Onremplace == 0 dans (1) ontrouve F =-m—-3 a2

avec F = Cst

dp(t) F ] .
o=t G |Si t=0p,(0)=0 = ¢ |

Alors

F 2
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Contréle N : 1 Mécanique de point Filiere SMPC/SMA 2009-2010 FSSM :
Toutes les bases considérées sont orthonormées directes
Exercices 1 :
Soit R(0,%,7,k) (ou R(O, x,y, z)) un référentiel

Soit M un point matériel se déplacant dans le référentiel R le long d’une courbe d’équations p
arameétriques :

x(t) = 0,3cos(wt) ; y(t) =0,3sin(wt) ;0 z(t) =0,1wt.
Ou w = 2w rad.s~1 L'unité de longueur est le centimetre.

1) Exprimer dans la base (Z,, k) : le vecteurposition OM le vecteur vitesse V (M/R)
et le vecteur accélération y(M/R) .

2) Calculer les normes ||V (M/R)|| et lIl7(M/R)I.

3) Exprimer, dans la base (7,7, ﬁ) , les vecteus 7 et 71 de la base de Frenet.
4) Calculer le rayon de courbure R .

Exercice 2 :

Un anneau assimilé a un point matériel M de masse m coulisse sans frottement sur un axe 0A
L’axe OA est horizontal et en rotation a vitesse angulaire constant w autour d’un axe vertical 0Z .Soit
R(0,7,7,k) le référentiel du labaratoire supposé galiléen et soit R, (0, ep, e, k) le référentiel lié a
I’axe OA M est repéré par ses coordonnées polaire p et ¢ .(\Voir figures)

Toutes les grandeurs vectorielles doivent étre exprimées dans la se (ep, e, E)
C. Etude dans le référentiel R4

1) Quelles sont les forces appliquées a M dans le référentiel R, ?

2) Ecrire chacune de ces forces dans la base (ep, e, k).

3) Calculer y(M/R,) ; vecteur accélération de M par rapport au référentiel R,

4) Ecrire le principe fondamental de la dynamique (PFD) dans le référentiel R;.

5) Par projection du (PFD) suivant g déduire I’équation différentielle du
mouvement.

D. Etude dans le référentiel R :

1) Calculer y(M/R,) ; vecteur accélération de M par rapport au référentiel R
2) Ecrire, sous forme vectorielle, le principe fondamental de la dynamique (PFD)
dans le référentiel R.
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3) En déduire I’équation différentielle du mouvement.
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Corrigés de contréle N : 1 Mécanique de point Filiere SMPC/SMA 2009-2010 FSSM
Exercices 1 :
Soit R(0,7,], k) un référentiel
1) Vecteur position OM = 0,3cos(wt)? + 0,3 sin(wt) ] + 0,1wtk

dOM| _ d(0,3cos(wt)i+0,3sin(wt)j+0,1wtk)

Vecteur vitesse V(M/R) : V(M/R) = at g dt

R

= 0,3 wsin(wt) T+ 0,3wcos(wt)j + 0,1wk

di dj dk s T .
Ona = =—]| =—| =O0carijetk sont fixedanR
dtlg dtlg dt R
Vecteur accélération y(M/R)
g d20M| _dV(M/R) d (0,3 wsin(wt)i+0,3wcos(wt)j+0,1wk)
¥ (M/R) = ez g~ dt | = dt
R R R

Alors: y(M/R) = —0,3 w?cos(wt) T+ 0,3w?sin(wt)]

2) Lesnormes |[V(M/R)|| et Il7(M/R)|:

[V(m/R)|| = J (0,3 wsin(wt))? + (O,3wcos(wt))2 + (0,1w)?

= /(0,3w)%(sin? (wt) + cos?(wt)) + (0,1w)? =
J(0,3w)% + (0,10)2=wy0,09 + 0,01
[Pa/R)]| = /01

AN:w = 2nrad/s et |[V(M/R)||m/s

IP(M/R)|| = /(0,3 w? cos(wt)) 2 + (0,3w?sin(wt))?
= /(0,3w?2)2 cos?(wt) + (0,3w?2)? sin?(wt)
ly(M/R)|l = v (0,30?)? = (0,3w?)

AN:w = 2rrad/s
3) les vecteus 7 et 7 de la base de Frenet

Vecteur tangentiel 7 :

-

M —
v (ﬁ) _ 0,3 wsin(wt) 7+ 0,3wcos(wt)j + 0,1wk

7= — =
[Vim/R)| wV0,1
- 03 m(wt)? + 0.3 (wt)] + —k
T=—SIn\wt)1l —COS\W
V0,1 Jo1 )0

Vecteur normal 7
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03 .
0 — ﬁsm(wt)
Ona: (%7, b) trigdre direct = b=TAR=k =n=kATH = <0) A %Cos(wt) =
0,3
VoI
%cos(wt)
%sin(wt) Alors : 1 = %(sin(wt)?+ cos(wt)))
0
4) Le rayon de courbure R
X Méthode 1
-3
On a le rayon de courbure définie par: R, = ||]7(M/R|l‘j\”17(M/R)||
—0,3w? cos at —0,3wsin at -0,1x0,30°
7(M IR)AV (M /R) =| -0,3a*sinat |A|0,3wcosat |=|0,1x0,30° cosat
0 0,10 —(0,3)? @’ cos® at + (0,3)* @’ sin® wt
X Méthode 2 :
— 2
-
ona ;o] - L

Ona: (M /R) =-0,3w? cosati —0,3w?sinat j
y(M IR)=7,(M)+7,(M) =y, 7+y,n

Donc: y, :ﬁ-;/(M /R) Avec ﬁ:%(cosdf+sinth)
Ecoswt
V0.1 ~0,3w” cos wt
7, =n-y(M IR) = 93 Ginat |-| 0,30 sin et
J0,1
0
0
2 2 2 2 2 2 2 2
_03 @ cosza)t+(0’3) © sin? at 03w (cosza)t+sin2a)t)=—(0’3) i

AN S Jor S Jor : 01
_ (0,3’
" 0,1
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- 2
e (M /R)| =BT = M /R =a? <012 Rcz\p (Myn/R) =wzx(?";;2/()'_l

_0,1x+0,1
¢~ 03
Exercice 2 :

Un point matériel de masse m

Coulisse sans frottement sur O A = R,=0

R, i T E) le référentiel du laboratoire supposé Galiléen
R,©O ,a,i, E) le référentiel lié a ’axe (O A)

OM = pe,

x X X X

x

Toutes les grandeurs vectorielles doivent étre exprimées dans la base (6 P e P, E)

E. Etude dans le référentiel R, :
1) Les forces appliquées @ M dans R sont:

Le poids P
Frottement R

Les forces d’inertie Fic , Fie

2) Les expressions des forces dans la base (ep, €@, k).

Ona: P=mg =-mgk

Frottement: R =R e +R_ e, +R, k

Comme le point matériel M coulisse sans frottement sur OA et le vecteur directeur de

OA est e, donc la composante de R suivant e, estnul (R, = 0)

forces d’inertie

X Force de Coriolis Fic
Ona Fic =—my_ (M )avec 7, (M) =2Q(R, /R) AV (M /R,)
Onaﬁ:gbf:a)f (cargoza)t:mb:a))etCW:pej
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doM | _dpe,| _
dt | dt

V(M /R)=

dt

/0 (car e, est fixe dansR,)

=V (M /R)=pe,

Ry Ry

Donc Fic =—m(wk) A (pe,)=-mape, (Cark re, =e,)

F. =—mape,
% Force d’entrainement F i : T RN
( Or|g|nedeR !
T e ) <
Ona: Fie =—my, (M) Avec }/e(M):dQO + R, )| AOM + QA (QAOM)
R dt R
QR /R,) = wk :C:j—tQ(R/Rl) et 4901 _5 R
i -

Alors: Fi :—meA(wEApép)=—meA(wé¢) (Car(EA§¢):—ép)
Eie :+ma)2pé>p

3) Le principe fondamentale de la dynamique dans Rl :

my(M /R ):5+§+Eic +Fe

2
Avec y(M /R,) = d°OM | d (pep)|

dt 2 \Rl dt? \Rl

;/(I\/l IR)) = ,256,) (ddetp =0cCare, estfixe dansR,)

R
= mpe, =-mgk +R e, +R, k —mape, +ma’pe,

= mpe, =mape, +(R¢—mwp)é¢+(Rz ~mg)k =

mpe , mao’p m pe mao’p
0 =| R, ~mawp) = [0 -| (R, ~mwp)
0 com \R,mmg) oo (0 g R, —-mg)

(e,,,ew,k) (ep,e,p,k) (ep,e(,,,k) (E,;,é,,,,?)

4) La projection du PFD suivant €o .
myM /R)=e, (P +R +Fic +Fi)
=e,- [ma) pe,,+(R —mwp)e¢+(R —mg)k] 0

=ma’ pep ep+(R —ma)p)ep eﬂ+(R —mg)ep
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L e,-€,=0 e, Le
Avec e, -e, =1let oY car{.” =
ep'k=0 EpJ_k

.. .o 2
smp=ma’p=pP-@ p=0
F. Etude dans le référentiel R (Galiléen)

1) L’accélération de M par rapport a référentiel R

—_— 2—. - -
y(M /R):ddozlvI Avec OM = pe,
dOM'| dpe, - e, - - ~
= = + = + = + par
dt ] qt . PEp+p dt . PEpt+ PPy = PEp+ POE,
d’OM | _d[(dOM| | _d(pe,+pee,) .. de, s, e 98| __g
dt? dt| dt dt | T dt ! dt g
R R /Ir R R R
. d(pe,+pae,)| .-  .de,| . - €y
M /R)= = + + pae , +
r(M IR) dt LT T | T T |

;(M /R):lbé.p +p¢é¢ +,ba)e~¢—pa)§bé’p :/560 +,b60éw +pa15¢—pw26p :(ﬁ_pw2)§p+2pa£¢

7(M IR) = (p— pa’)e, +2pae,
2) PFD dans R

my(M /R)=>"F  R:Galiléen
m [(p—pwz)ép +2pa)§¢,] =-mgk +R g, +R,k =R €,+(R, —-mg)k

Alors :m(p— po’e, +2mpae, =R e, +(R, —mg)k
3) L’équation différentielle du mouvement
Pour trouver cette équation, il faut faire une projection sur un vecteur de telle sorte éliminer les

composantes de réaction.

=&, myM /R)=6,-SF__ =m(p-pa’)+0=0+0 = p—pw’ =0

réelles




