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Soit un référentiel R de repére (0,u,, u,,u,). Une bille assimilée a un point P, de
masse m, est astreinte a se déplacer sans frottements le long d’un demi-cercle de rayon a
(Figure ci-dessous).

Le point P est attaché a un fil élastique dont I’autre extrémité est fixée en O'(OO" =
a). Le fil posséde une raideur k et une longueur a vide lo. Le point P est repéré par 1’angle
(Ox,0P) = 0.
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1. a/ Exprimer le vecteur 0'P en fonction de a, @ dans la base polaire (u, = -, up) , En

déduire I’expression du module O'P.

b/ Exprimer la tension T du fil en fonction de a, k, I et © dans cette méme base.

2. a/ Déterminer 1’expression du vecteur vitesse ¥ dans la base polaire.

b/ On note F la résultante des forces exercées sur la bille P. Donner ’expression de la
puissance F.7 en fonction de a et 0.

(c) En déduire I’énergie potentielle E, dont derive la force F.

3. (a) On suppose verifiées les relations suivantes entre les parametres :

2mg mg
a=—= lp = V3 (a- )

Quelles sont les positions d’équilibre 0; et @, pour 0 <0 < > ?
(b) Etudier la stabilité des équilibres obtenus.
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CORRECTION DE L’EXAMEN DE MECANIQUE DU POINT MATERIEL
1. a/ On remarque sur a figure de I’énoncé que :
0'P=00"+0P

00' =auy, = 0P =a(u + )
OP=awu,

Exprimons le vecteur unitaire i, en fonction de i et de iy pour obtenir I’expression demandée :
u, =cosOu, — sinfug = O0'P = a(l +cosd)u;, — asind uy
Le module de ce vecteur est :
|07P|| = V/[a (1 + cos8)]> — [asind]?

|07B | = y2aZ (T +cos0) = 0% || = 2acos?
0
1 +c050=200525 ) .
b/ la bille est soumise a une force de rappel d’expression T = —k(l —ly) @, ol | = ||O'P|| et u le vecteur

- - - - - e 7 - - 9 -
unitaire suivant la direction O'P. On peut décomposer le vecteur 1 en deux composantes : U = oS~ Uy —
. 9 d
Slnz Ug-.
Donc la tension du fil élastique est :

. 6 0 0
T = —k[(Z a cosz — lo) (cosE U, — smz Ug)]
2.a/ Le vecteur vitesse est défini par I’expression :
V=at,+abtiy, = V=abiu,
—

0
b/ La force F est la résultante de trois forces : le poids P, la tension R et la réaction:

F=P+T+R
P=F.3=(P+ T+ R).v
P.% = (mgcos® u, —mgsin6 ug).abu; = P.¥ = —abmgsin6
R 0 0 i
T.v= —k [(Zacosi— ly) (cosEuT— sinzﬂ)] .abug
o 0 )
T.v = [—kZacosgcosEu_’r+ k2acos§siniu_9’+klocosilu_r’— klosiniu_g’ .afug
T.% = aéZkacoszsinE —ab klosino = T.% = a292k§sin9 —ab klosin
R1lé=> R.$ =0

- - — - . . 1 . 0
P=F.v=(P+ T+ R).¥ =>P=—abmgsinf + a292k§sin8 — ab klosin

: 0
P =af [(ka —mg)sin@ — klysin E]

¢/ A partir de la puissance on en déduit le travail élémentaire qu’on intégre pour obtenir I’expression de
I’énergie potentielle :
dW =P dt

dE, = —dW 01 .
p = dE, = — [(ka — mg)sind — kl, sin E] addt

. 0
P =af [(ka — mg)sinf — kl, sin E] deo

6
E, = —af [(ka — mg)sinf — kl, sin E] doe

6
E,=a [(ka —mg)cosf — 2kl, cos E] + cte
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3. a/ Pour trouver les positions d’équilibre on cherche les valeurs de 6 pour lesquelles la dérivée premiére de
I’énergie potentielle s’annule. On remplace d’abord a et ly qui se trouvent dans la parenthese par leurs valeurs
respectives qui sont données dans 1’expression de Ep :

0
E, = mga [cosH — 2/3 cos E]

On dérive cette derniére expression par rapport a 6, puis on procéde a une transformation trigonométrique
adéquate pour obtenir a la fin le résultat suivant :
dE 0
—P = mga [— sin9+\/§sin—] dE 9 9
do 2 = —P= mgasin—[\/_—2cos—]
6 0 deo 2 2

sin@ = 2 sin—cos—
2 2

On en déduit les deux valeurs de 0 pour lesquelles la dérivée premiére s’annule :

a, o
d@ =Y s
T 0, =-
OSHSE 3

b/ D’apres 1’énoncé on doit déterminer les positions d’équilibre stable et d’équilibre instable. Pour cela on doit
chercher le signe de la seconde dérivée de 1’énergie potentielle pour les deux valeurs 0; et 05:

d*E, V3 6 ]

102 = mga 7c055—1
d’E
dezp (6, =0) = mga [?— 1] <0 Equilibre instable
d’E s -
dezp (62 = 5) = nga >0 Equilibre stable
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