Université Cadi Ayyad Faculté polydisciplinaire Département de physique Safi

Travaux dirigés de mécanique du point matériel / Filieres SMPC/session 1
Série N° 1 : Calcul vectoriel et systéme de coordonnées

Exercice N°1

Les formules suivantes sont-elles valides dimensionnellement!? Faire une analyse

dimensionnelle pour confirmer ou rectifier.
Gm . 3
1-F = 7 tels que : F est une force, G une constante exprimé en

m est une masse et r une

kg.s?’
unité de longueur.
2-p = ghy + hy F tels que : P : une pression, g : 1'accélération de la pesanteur, h; et h, :

hauteurs, F : une force.

3-9 = 2@ g que : b, t des dimensions de longueur.
t.cos(c)
Correction de l’exercice N°1
1-F = GTm L’équation peut-étre écrite sous la forme dimensionnelle suivante :
[F1%.[G1F. Im]".[r]° =1 (1)
Tels que: [F] = M.L.T2 ; [G] =13.M~1T2 [m]=M ; [r]=1L

Remplagons les dimensions des parametres de I’équation (1) par ses expressions dimensionnelle
de bas, on obtient : (M.L.T~2)% (L3.M~'T~%)F . MY.1% =1 Soit: LOT3B+d Ma-B+y T-20-28 — 1
Cette équation est impossible physiquement, car on ne peut pas trouver une relation entre les
dimensions de base. Mais mathématiquement, cette équation est valide si est seulement si les

exposants des parametres de base sont nuls. C'est-a-dire :
a+3B+6=0
{a—ﬁ+y=0
—2a—-2=0
Qui a pour solution :

a—-p+y=0 = y= —2a
—-2a—-2=0 = f=—«a
Remplagons ces valeurs en fonction de 3 en (1) , on obtient :
[F1*.[G]7%. [m]7**.[r]** =1
Etsionposea=1: [F]*.[G] Y. [m] % [r]* =1

{a+3[3+8=0 = 6= 2a

Qui est équivalente a [F] = [G] [

En comparaison avec I'équation (1), cette derniere peut étre représentée physiquement sous la
m2
2’

forme : F = k.G.—, tel que k : une constante sans dimension.

Alors, dans (1) il manque un parametre % pour que I"équation soit correcte dimensionnellement.
2-p = ghy + h, F

Cette équation peut-étre présenté sous cette forme:p = a gh; +f h, F.

Pour vérifier validité de 'équation, on analyse ses dimensions terme par terme, c'est-a-dire,

représenter 1'équation sous la forme :
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{[p] = [allg][hi]
[p] = [BI[R][F]
Puisque [p] = ML™'T~%; [g] = L.T™% et [hy] =L donc[a] = M.L™ qui est la dimension de la
masse volumique.
Puisque [p] = ML™T%; [h,] = L et [F] = M.L.T~% donc [B] = L73.
L’équation du premier terme doit étre multipliée par la masse volumique (p), par contre

le deuxieme terme doit étre multiplié par un parametre qui a la dimension 1/L?

3- 6= lz::;gg Les termes sin(a) et cos(b) sont des termes sont dimensions, car : [sin(a)] =
[cos(c)] = L/L, alors: [0] = Dlsn@]_ L oy I’équation est correcte

[t][cos(c)] L

Exercice 2

Donner les valeurs de A pour lesquelles les deux vecteurs X=20-2]+ket Y= 21T+

A] — 4k sont orthogonaux.
Correction de l'exercice 2

11 faut que le produit scalaire soitnul: X.¥ =242 =21 -4 =0 cad. 22— 1—-2=0
DonneA =2oul= —1

Exercice 3

Déterminer un vecteur unitaire parallele et de méme sens a chacun des vecteurs suivants
puis un autre vecteur unitaire qui lui est perpendiculaire :
*d=21—6]
¢ -> >
* hb=41+3]

Quels sont les vecteurs perpendiculaire aux deux vecteurs : d et b.

Correction de l'exercice 3

Les vecteurs unitaires paralleles et de méme sens sont :

= a _ 2i-6j _ i-3j ) T b 41i+3]
@7 Jal T VA o~ Vi ’ Pl s
Les vecteurs unitaires perpendiculaires sont :
— -31-7 37+ — —37+47 37— 4j
! !
Uy = ou ; U, = ou
a V10 V10 ’ b 5 5

(Le premier est directement perpendiculaire alors que le deuxiéme l'est indirectement).

Les vecteurs unitaires perpendiculaires a : d et b sont :

dAb=J|-6 3|=07—07+30k
xl0 0
. i ADb 1, . . .
U= —=+—(07—- 0/+30k) = +k

Exercice 4

Soient trois vecteurs d = (5t2,t,— t3), b= (sint, —cost,0) et X = (cos2t, sin2t,0).
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- Ecrire ces vecteurs dans la base (7,7, k) ;

dd db , d¥
- Calculer: —, —et—;
dt’ dt ~ dt’

drspy d/fs 7
- Calculer : = (a. b) o (a A b) ,

dié|
dt

d | >
et —[|x[l
Correction de l'exercice 4

tj— 3k, b= sintT —cost] et X = cos2ti+sin2tj]

(S )

ax

_.|_
—=10t7T + J—3t? ; — = costi+sin] ; —

dt
d(@.b)
dt

= —2sin2t 1+ 2cos2tj

= 11sint + (15t — 1)cost
d(@ A b)
dt
daz

. - - - Vi \ 14 . 14 d_>
pri i 2 sin2t T+ 2cos2t j et [|X]| = 1 d’ou la dérivée de cette norme est nul, alors que ”d—:” =2

= (—3t? cost + t? sint)l — (3t? sint + t3cost)] — [11tcost + (1 — 5¢t2)sint]k

Exercice 5

Les coordonnées d"un point M dans la base (7, ], E) sont :
t —
x=3(1—e_5) ; y=1t%+3t+2 ; z=—
Calculer les dérivées premiere et seconde du vecteur oM

Correction de l'exercice 5

OM = 3(1—e‘§>?+(t2+3t+2)j+<—)k

1+t
doM _ 3 ‘%*+(2t+3)* 2%
ac 2% 7 )T A+ 02
d>oM 3 _t 5 4 -
et oz = Ze 20 + 2] — RETE
Exercice 6

Convertir le vecteur suivant des coordonnées sphériques (e_r’,e_g’,ap’) en coordonnées

Cartésiennes (7,7,k) : V = Ve, + Vyeg + Ve,
Correction de l'exercice 6

Le vecteur s'écrit: V = Vie, + Vyeg + Voe,
Dans la base (7,7, k), il s'écrit V. = Xi + Y] + Zk

—

Rappelons-nous des expressions des vecteurs unitaires (e, ,eg, e, ) en fonctionde 7, et k:

_— -

e, = sinfcosgi + sinfsing ] + cosd k
g = cosBcosgi + cosOsing j — sinf k
e, =—singi+cosq j

D’ol1 en remplagant :
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= V.(sinfcosql + sinfsing ] + cos6 k) + Vg(cosOcospl + cosOsing ] — sinb k)
+ V(= sinp T+ cos ¢ )
Développons et organisons la derniére équation pour trouver 'expression du vecteur V en
coordonnées cartésiennes :
V = (V,sinbcos + VgcosOcosp — V,, sing) T + (V, sinBsing + Vy cosbsing + V,, cos @) J
+ (V.cos8 — Vg sinf) k
Les coordonnées cartésiennes sont :
X = VpsinBcosg + VgcosOcosp — V, sing
Y = V. sinfsing + Vg cosOsing + V, cos ¢
Z = V.cos@ —Vy sinf
Le vecteur .V = Ve, + Vyeg + V, v€, s écrit donc dans la base (7,7, k) :
V= (V.sinBcose + VgcosOcosp — sm(p) L+ (V. sinBsing + Vg cosBOsing + V, cos ®)J
+ (V.cos8 — Vg sinB) k
Exercice 7
Convertir le vecteur suivant des coordonnées cartésiennes (7,7, E) en coordonnées
cylindriques (e, , e,, e; ) : V=Xi+Y]+ Zk

Correction de l'exercice 7

g —_— — — 77 . . - _ —
Le vecteur V dans la base (e,,e,, e,) s'écrit sous la forme : V = Ve, + Vye, + Ve,
Connaissant les expressions des vecteurs unitaires (e, ,e,, e; ) en fonction de (7,J, k).

On peut écrire :
e, = cosQl + sing j
e, = —singpi+ cospj| = V = V,(cos@i + sing J) + V,(—=sinpi+ cosp ) + V,k
e, =k
En organisant I’expression obtenue elle devient :
V = (Vpcosga smgo)t + (V sing +V, cosgo)] + VZE

On obtient un systeme d’équations de trois équations a trois inconnues V,, V,, et V,

X = V,cosp — V,sing

Y =V, sing +V, cosp

zZ=V,

On a le droit de choisir la méthode que nous maitrisons le mieux pour arriver au résultat
attendu. Si on choisit la méthode des matrices le raisonnement est le suivant :

On crée une matrice de déplacement a partir du systéme d’équations obtenu :

X cos@p —sing 0 W W cosp sing 011X
Y| = |sing cosp V| © |Vul|= —sm<p cosp O||Y
Z 0 0 V, V, 0 1Lz
Le résultat se déduit directement :
V, = Xcosgp + Ysing ; Vo = —Xsing +Ycosp ; V,=2

V = (Xcosp + Ysing) e, + (=X sing +Y cosp)e, + Ze,
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Exercice 8

-
Convertir le vecteur suivant des coordonnées cartésiennes (7,],k) en coordonnées

sphériques (e, ,eg, e, ) : V =X+ Y] + Zk.
Correction de l'exercice 8

Le vecteur V dans la base (e, eg, e,) s'écrit sous la forme : V = Ve +Vgeg + Vye,
Connaissant les expressions des vecteurs unitaires (e, eq, Zp’)en fonction de (7,7, E).
On peut écrire :
e, = sinfcospl + sinBsing J + cosd k
g = cosOcos@i + cosBsing J — sinf k
e, =—singl+cosg J
V= V,.(sinfcos@tl + sinBsing J + cosd E) + Vy(cosOcospi + cosBsing j — sind E)
+ V(= sinp T+ cos ¢ )
Développons puis organisons 1'équation précédente pour obtenir :
V= (Vsinfcosg + Vgcosbcosp — V,, sing) T+ (V. sinBsing + Vy cosOsing + V, cos @) j
+ (V-cos8 — Vg sinB) k
On constitue un systeme de trois équations a trois inconnues V;, Vy et V,:
X = VpsinBcosg + VgcosBcosp —V,, sing
Y = V. sinfsing + Vy cosOsing +V, cos ¢
Z = V.cos0 — Vg sinf
Si on choisit la méthode des matrices, qui a fait preuve d’a aboutir au résultat escompté tres
facilement et tres rapidement, on doit d’abord construire la matrice de déplacement a partir du

systeme d’équations précédent :

X sinfcosp cosOcosqp —sing] |V Vr sinfcosg sinfsing  cos 11X

Y| = |sinfsingp cosOsing cos@ ol e Vol = [cos@cosgo cosOsing —sinf||Y

Z cos@ —siné 0 Vo Vo —sin ¢ cos @ 0 VA
On trouve :

V, = XsinBcose + YsinfOsing + Z cosf
Vg = XcosOcosp + YcosOsing — Zsinf
Vo= —Xsing +Ycosg
En fin de compte l'expression du vecteur V = Xi+ Yj + Z k en coordonnées sphériques est :
V= (XsinBcosq + YsinBsing + Z cos6 )e, + (XcosOcosp + YcosOsing — ZsinB)ey + (—X sin @
+Ycosp)e,

Exercice N°9: Différentielle et dérivée d’un vecteur unitaire

Soit R(0,1,7], k) un repere cartésien et considérons la base sphérique (e;, eg,e,).

1- Exprimer les vecteurs de la base sphérique dans la base cartésienne.

oe; aer 95 95 de, ey
2- Calculer : > , o T ” , Y , 30

3- En déduire de;, deg et de, dans la base sphérique.
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4- Montrer que les différentielles des vecteurs de la base sphérique peuvent se mettre sous la
forme

de;=Q Ae dt deg = QO Aegdt de, = O A e, dt
en précisant I'expression du vecteur rotation Q0 des vecteurs de la base sphérique par rapport a
R. Déduire les dérivées par rapport au temps des vecteurs de la base sphérique par rapport a ‘R.
5- On considere la base cylindrique (e,, e, k). Quel est son vecteur rotation par rapport a R?
En utilisant les résultats précédents, calculer la dérivée par rapport au temps des vecteurs de la
base cylindrique par rapport a R.
6- Considérons un vecteur V = Ve, + Vgeg + V,e,. En utilisant les résultats précédents,

calculer la dérivée par rapport au temps de V par rapport a R.
Correction de ’exercice N°9: Différentielle et dérivée d'un vecteur unitaire

Soit R(0,7,7,k) un repére cartésien et considérons la base sphérique (e;, &, €,).
1- Exprimons les vecteurs de la base sphérique dans la base cartésienne :
&, = cosO k + sinf e, = cosf k + sind (cosgi + sing J) = cospsind i + singsind |+ cos6 k
nous sommes passés par le vecteur e_p’ de la base cylindrique.
De méme, pour €g, nous avons
eg = —sinf k + cos6 e, = —sinf k + cos6 (cosi+ sing J) = cospcost T+ sinpcosd j — sinf k
et finalement
e, = —singl + cosg j

2- Calculons les dérivées partielles suivantes sachant que les vecteurs de la base cartésienne sont fixes :

% = cospcosB T + sinpcosh J — sind k et Z—Z = —singsind T + cos@sind
% = —cos@sin® T — singsin® ] — cos6 k et ‘Z—i; = —singcosO T + cosqpcosd |
o7 _ 5 _cospi— sine 7
59 = 0 et Gp = COSPL—sing ]
3- Pour établir la différentielle de chacun des vecteurs de la base, on a
e ae—‘): ae—'): 7 ; 4 . 7 B - .
de, = ——do + de = (cospcos8 T+ sinpcosd ] — sind k)do + (—sing T+ cosp J)sinf de

a0 do
= dfeg + sinf doe,

De la méme manieére, on établit la différentielle de e_g’ comme suit

= (—cossinf T — singsind ] — cosf E) df + (—sing@cosO 1T+ cospcosh J)de

= —dfe’ + cosf dye,
et finalement

de, = 0d6 + (—cospi—singj) dp = —doe, = — dp(sinfe; + cosbey)
4- Pour cette question, il suffit de faire apparaitre les différentielles des vecteurs de la base
sphérique sous la forme demandée. On a k = cosf &, —sin® &, , ce qui donne & A k =
sinf e, eteg = e, A€, ainsi on peut écrire
de; = doe, Ae;+ dpk ne; =(doe,+ dpk)Ae = (dtde, + dt ok )ae; =dtOne;
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AvecO= fe,+ ¢k
De méme, on a
eg =—dbe’ + cosfdpe, = dfe, Neg + dok Neg =dtQAe,
Finalement, reprenons la différentielle de e :
de, = — do(sinfe; + cosfeg) = — dt@(sinfe; + cosfeg) = — dtg(sinfeg Ae, — cosfe; Ae,)
= —dtg(sinfeg — cosbe,) Ne, = dtg kA e,
Les dérivées par rapport au temps s’obtiennent facilement en divisant par dt:
de;

=Q0Ae,
dt ?
deg QAe,
dt »
de,

@ =
—| =QAe
dt ¢

R

5- Considérons cette fois-ci la base cylindrique. Le seul angle qui varie est ¢, d’ou le vecteur
rotation de la base cylindrique par rapport a la base cartésienne est 0 = @k. En appliquant les

résultats précédents, on obtient

de)| o _,
E =g0k/\€p= (pe(p
R
de, -
. = pknre, = — @e,
R
dk _3
dt|
R

6-SoitV = V., + Vgeg + Ve, . Sa dérivée par rapport au temps est
v av._ der Ve _, deg dv, de,

il Ve — dt T 9"‘%%"‘%%"’ e
_ %a+dd‘i@@+ —L e+ (AAE) + Vo(BA7) + V(T 2)
. ‘Z er+dd‘fa+ddv + QA (Ve + Voeg + Vpey)
- C;Z r+ddvtee9+cil—ve<p+ﬂ/\v

qui reste une relation générale.
Exercice N°10: Déplacement élémentaire

On se propose de traiter dans cet exercice le déplacement élémentaire dans les trois
systemes de coordonnées, cartésiennes, cylindriques et sphériques et ce en utilisant les résultats
de I’exercice 9.

Considérons un repere cartésien R(0,7,], k). Soient (e, €q k) et (e, e e,)
respectivement les bases cylindrique et sphérique. Soit M un point repéré par OM par rapport a
R. On considere un déplacement infinitésimal de M en M’ tel que M’ est tres proche de M. On

note alors le déplacement élémentaire par OM' — OM = dMM' = dOM.
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1- Dans le repere cartésien, OM = x7+yJj+zk. Calculer le déplacement dOM par rapport a R
dans la base cartésienne.

2- Rappeler le vecteur rotation de la base cylindrique par rapport a R. Partant de OM =p e, +
z k, calculer le déplacement dOM par rapport R dans la base cylindrique.

3- Rappeler le vecteur rotation de la base sphérique par rapport a R. Dans la base sphérique

OM = ré&,, calculer le déplacement dOM par rapport a R et ce dans cette base.
Correction de l’exercice N°10: Déplacement élémentaire

Considérons un repere cartésien R(0,1,], k). Soient (e, €y k) et (e, e )
respectivement les bases cylindrique et sphérique. Soit M un point repéré par oM par rapport a

R. On considere un déplacement infinitésimal de M en M’ tel que M’ est tres proche de M. On

note alors le déplacement élémentaire par OM' — OM = dMM’ = dOM.
1- La base cartésienne est fixe et donc la dérivée de ces vecteurs par rapport au temps dans R est
nulle. D’ot, le déplacement élementaire dans cette base est
dOM =dx7 +dyj+dzk
2- Le vecteur rotation de la base cylindrique dans R est 1= ¢ k. Ceci peut étre démontré
facilement en explicitant la base cylindrique dans la base cartésienne.
Le déplacement élémentaire dans cette base est
dOM = d(pe, + zk) =dpe, +pde, +dzk=dpe, +pdt G Ae, +dzk
= dpe, +pdy K A €+dzﬁ =dpe, +pd<p%+dz§
3- Pour ce qui est de la base sphérique, le vecteur rotation est 0 = e, + Pk = be, + ¢(cosbe; —
sinfey).
Ainsi pour le déplacement élémentaire dans cette base, on trouve
dOM = d(re) =dre,+rde, = dre, +rdtQ A &
= dre; +r(dfe, A e + dop[cosfe; —sinfeg | A €

= dre; +r(dfeg+ d(psineﬁ) = dre,; +rdfeg +rdpsinfe,
Exercice 11: Différentielle et dérivée d’un vecteur unitaire

Considérons la position d'un point M dans le repere R(0,7,7, k). Considérons un repere
cartésien R(0,7,],k). Soient (e €y k) et (&, e, e,) respectivement les bases cylindrique et

sphérique associ€es a ce repere.

de, deg ok
1- Calculer : —£ —£ —
Calcule 20 , 50 , 39

2- En déduire de, et de, dans la base cartésienne.
3- Montrer que les différentielles des vecteurs de la base cylindrique peuvent se mettre sous la
forme :
de, = Q Ae,dt , de, = Q A e, dt
en précisant ’expression du vecteur rotation (1 des vecteurs de la base cylindrique par rapport a

R. Déduire les dérivées par rapport au temps des vecteurs de la base cylindrique dans R.
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4- Quel est le vecteur rotation de la base sphérique par rapport a R? En utilisant les résultats de

: ‘s 1 . de; deg de,
la question précédente, déduire les expressions de: — —2 et —£
dt dt dt

Correction de ’exercice 11: Différentielle et dérivée d’un vecteur unitaire

Considérons la position d’un point M dans le repere R(O, xyz). Soient (7,7, k), (e €y k)
et (e, eg,e,) respectivement les bases cartésienne, cylindrique et sphérique associées a ce
repere.

1- Exprimons d’abord les vecteurs de la base cylindrique dans la base cartésienne :
e, = cospl + sing j

e, = —singl + cosg j
k=k
Sachant que la base cartésienne est une base fixe, alors
de, - B
0 = —sinpi+ cosp] = e,
de, e
0 = —cospl— sing] = — e,
=0
2- Sachant que e, et e, ne dépendent que de ¢, leurs différentielles sont données
—_ O,
e, = %e(p = doe,
de, = @? = —dye
¢~ G ¢ P

3- Comme la base (e,, e,, k) est une base directe alors e, = K A e,ete,= e, A k
En utilisant ces deux résultats, nous obtenons
do

kA, = O AE,dt

de_p’ = dgoap’ = dt
Avec Q) = @ k. De méme, on peut écrire
de, = —dge, = th kne, = Q Ae,dt
D’ou les résultats recherchés.

Ce qui donne les dérivées par rapport aux temps de e, et e,

de, _ o
e W
dt P

Pour dériver par rapport au temps dans un repeére R un vecteur unitaire, il suffit de connaitre
son vecteur rotation dans R et utiliser le résultat précédent.

4- Pour déterminer le vecteur rotation d’une base, la méthode directe est celle utilisée dans
'exercice précédent. Il suffit de prendre un vecteur de la base et de mettre sa dérivée sous la
forme qui met en évidence le vecteur rotation. Une deuxieme approche qualitative consiste a
procéder comme suit

i- repérer chaque angle qui décrit la rotation 4 du vecteur considéré : dans le cas précédent c’est
%
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ii- repérer le plan dans lequel chaque rotation a lieu et le vecteur rotation qui lui est associé est
porté par le vecteur unitaire perpendiculaire au plan en appliquant la regle du tire-bouchon :
dans le cas précédent c’est k;

iii- le vecteur rotation est alors la somme de tous les vecteurs décrivant chacune des rotations :

dans le cas précédent, il s’agit d’une seule et le vecteur rotation est I = ¢ k.

Notons que le module du vecteur rotation associé a un angle est donné par la vitesse angulaire
associée a cet angle. Aussi, dans le cas de la base sphérique, on prend e, et sa rotation est
repérée par les angles.

i- ¢ : rotation dans le sens trigonométrique dans le plan perpendiculaire a k=0, = ¢k;

ii- © : rotation dans le sens trigonométrique dans le plan perpendiculaire e, = Q,=0 e,

et le vecteur rotation de e, dans Rest G = ¢ k + 6 e, et qui est par la méme occasion le vecteur
rotation de la base sphérique dans R.

En utilisant le résultat de la question précédente, nous obtenons

de_) — N e LN, —_
dtr: QO Ae = ((pk+ He(p)/\er

Or k = cosfe,— sinfey , ce qui donne k Ae, = (cosfe,— sinfey) Ne. = sinfe, et

e, \ e, =eq ce quiimplique

de_r) . . — A—>
P @sinb e, + Oeg

De la méme maniere, nous avons

de—e) =g — .7 LN —_— o« _a — A—>
— = Oneg= (pk + 0e,) Aeg = ¢sinf e, + ¢,
Nous avons utilisé k A = cosbe,.
et enfin,
dap) = —_— .7 A— —_ . —_— . — — . —_— M o
e QNe,= ((pk + Heq,) Ne, = @(cosbe, — sinf eg) Ne, = —@(cosbe, + sinb ey)
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