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Probléme:

Un petit anneau M de masse m, considéré comme ponctuel, soumis a la pesanteur et susceptible de
se deplacer sans frottement le long d’une tige (T ) de longueur d. Cette tige tourne autour de 1’axe

vertical (Oz) a la vitesse angulaire @ constante dans le repere galiléen R(O, X, Y, z) muni de la base
(T, 1, IZ) orthonormée et directe tel que @=wk =gk (voir figure 1).
On définit le référentiel relatif R,(O,x,y,z,=2z) auquel est attachée la base (ép,é(,,,lZ) .

Au cours du temps, la tige doit rester dans le plan vertical (o,ép,lZ) et faisant un angle constant 6
(9 < % rad j avec I’axe (Oz).

L’anneau est libéré sans vitesse initiale par rapport a la tige a une distance 1o du point O (r,<d). On
note OM =r(t)e, ol r(t) est une fonction inconnue du temps t.
€, est le vecteur perpendiculaire a e, dans le plan vertical (o,é,,,l() (voir figure 2).

(ér,ég,éq,) est une base orthonormée directe.
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Figure 1 X

N.B : Toutes les expressions vectorielles doivent étre exprimeées dans la base (ér ,ejg,ejp) .
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Partie A : Etude cinématique

1. Définir puis exprimer :
a) La vitesse relative : V.(M)=V(M /R,).
b) L’accélération relative : 7.(M)=7(M/R,).
2. Définir puis exprimer:
a) La vitesse d’entrainement : V,(M)=V(M R, /R).
b) L’accélération d’entrainement : 7,(M)=#(M e R, /R).
¢) L accélération de Coriolis : 7,(M).

Partie B : Etude dynamigue

a) Faire le bilan de toutes les forces exercées sur M dans le repere relatif R;.

b) Vérifier que la réaction de la tige sur M peut s’écrire sous la forme : R =R,e,+R €,

c) En appliquant le principe fondamental de la dynamique, établir 1’équation différentielle
vérifiée par r(t).

d) En deéduire I’équation horaire r(t) sachant qu’at=0, r=r, et r=0.

e) Déterminer les composantes de la réactionde (T) surM: R, et R, .

f) Déterminer la position d’équilibre r,, de I’anneau sur la tige. Exprimer r,, en fonction de o,
Betg.

g) Montrer qu’une position d’équilibre de I’anneau sur la tige (T ) ne peut exister que si la

vitesse angulaire o est supérieure a une valeur seuil @y que I’on déterminera. Exprimer mg
en fonction de 0, d et g.

h) On se place dans le cas oU > wo, I’anneau étant dans sa position d’équilibre. On écarte
légérement I’anneau de cette position d’équilibre puis on le libere sans vitesse initiale.
Déterminer, en la justifiant, I’orientation de la résultante des forces appliquées sur
I’anneau? En déduire si I’équilibre est stable ou instable.

Partie C : théoréme du moment cinétique

a) Définir le moment cinetique du point M en O dans le référentiel relatif R, et donner son
expression.

b) En appliquant le théoréme du moment cinétique dans le référentiel relatif R, , retrouver les
composantes de la réactionde (T) surM: R, et R, .

Rappel mathématique : Les solutions de /’équation différentielle de type i —A2r =A oU et A sont

constantes, s écrivent sous la forme :

r(t)=ae™ +pe™ —iz avec « et g sont des constantes a déterminer.
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