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Probléme:
Partie A : Etude cinématique

1. Expressions de la vitesse relativeet de I'accélération relative:. 0.5pt

—>
v, (m)- 0

a) lavitesse relative: r | d'ou |V,(M)=ads§,

dt
M) OU -

b) I'accélération relative]7, (M )= 7.(M)=ade,-abd’¢,

G

2. Expressions de la vitesse d'entrainement et de I'accélération d'entrainement et Coriolis

a) la vitesse d'entrainement {V_(M )= M| r tel que M est consideré fixe dans Rl

dt

O=cte
R

ainsi |V.(M)=aaw(l+sind )j, @ @

b) I'accélération d'entrainement: | 7,(M)= dtN(M)]R { aa)(1+sm6?) T

R
donc #,(M) = —aw?(L+sin @ )i, implique | #,(M )= —aw’(L+sin @ )cosd &, +sin b &, )
c) I'accélération de Coriolis]7.(M)=2d AV, d'oll |7,(M)=2awdcoso j,

Partie B : Etude dynamique 0.5pt
a) Application du PFD dans le référentiel relatif R, :

E+F +R+P— ;Z(M

b) Onsait que:| F, =-my,(M) avec 7,(M)=-aw’(@+sind )i,

o =

donc VE(M):%[(al +a6, " =an ], —aw J, +awsing |,

~ O=cte

c) par définition]F, =-mj_ (M)[avec 7.(M)=2awécosé j, implique| F, =-2mawdcosd j,

d) En projetant la relation vectorielle du PFD obtenueen a) selon la direction de €,, on obtient:

- -

+F, &, +RE, +P&, =my,(M)€, avecRE, =0et i,.§, =cosd et k&, =sind

F. €

ie*~o
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ce qui conduit & : aé:—gsin9+aa;2(1+sin0)0059

e) pour détermin er les composantes de R, il faut projeter I'équation du PFD sur la base (ér,ég,—il)

e Enl'absence de frottement, la réaction R est normale au déplacemert implique F?.ée =R, =0

donc R=R& +R,(-],) 0.5pt

e la projection de I'équation du PFD sur €, ,donne:|R, = -maé@’ —maw’(L+sin 8)sin & —mg cosd

e la projection de I'équationdu PFD sur (— L),donne R, =—2mawf cosd)
Partie C : Théoréme du moment cinétique 0.5pt

a) le moment cinétiquedu M en O, est défini par |5, (M)=O,M AmV(M/R,)=0,M AmV,

donc |6, (M)=-ma®d j,

b) En appliquantle théoréeme du moment cinétiquede M en O, dans R;,on aura:

% 5'01 (M ):IR1 - M O (Z ﬁrélles)-'_ M O (Z lfinertieS)

donc -ma’f j, =O,M /\(Ifie +F, +R+ I3) ce qui implique:

—ma®d j, = aé, A (maco2 (1+sin6)i, —2mawdcosh j, + R €, —R, J, - mglzl)
—ma’d j, = -ma’w*(L+sin@)cosé j, —2ma’wédcosd €, —aR, &, + mgasiné j,
la projection sur J, nous permet d'écrire : —ma’d = —ma’w? (1 + sin 8)cos& + mgasin &

ce quiconduita: |aéd =-gsiné+aw’(1+sin&)cosd

C) ce théoréme permet de déduire uniquement la composante R, de R en faisantla projectionsur €, :

»
R, = —2mawé cosd

Partie D : Etude Energétigue

1. a) la forced'inertie d'entrainement dérive d'une énergie potentielle E ,(0) si F, = —gradE,

il vientdonc F,.dO,M =—dE ; ce qui donne maw?(1L+sin6)i,.add &, = —dE ,

= dE,, =ma’w’(L+sing)do
o . _ _ 1 2 )2
= Enintégrant par rapport a g,onaura: E (0)=--ma’w’(l+sind)’ +C,
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= en prenantE (0)=0,0na:C, :%maza)2

par conséquent E ,(0) = % ma’w’ (1— (L+sin 49)2)

ce qui conduit a: Epl(e):—%maza)zsin(é’)(2+sin6?)

b) la forcedu poids dérive d'une énergie potentielle E ,(0)si P = —gradE,

il vient donc P.dO,M = —dE , ce qui donne  — mgk,.adé €, =—dE,

donc —-mgadé@siné =-dE

p2

= Enintégrant par rapport a #,on aura: Epz(é?) =-mgacosd +C,

en prenant E ,(0)=0,0na:C, =mga =|E,,(0)=mga(l-cos6)

¢) Du fait quela force d'inertie de Coriolis et la réaction R sont perpondiculaires a la vitesse relative

donc leur travail est nul.
ainsi I'énergie potentielle dont elles dérivent est constante que I'on prendra nulle

par conséquent E (0)=E,(0)+E,,(0) =|E (0)= %maza)2 [1—(1+ sin 6?)2]+ mga(l - cos@)

d) Sachant que toutes les forces s'exercant sur M sont conservatives,

doncd'aprés lethéoréme de E,, ,ona:

E,=cte or E,=E.+E, = E,_ :%mazé2 +%ma2a)2[1—(1+sin 6?)2]+ mga(l - cosé)

_ dE . . _ .
en dérivant par par rapport au temps, on aura: dtm = ma’66 + ma’w?6[- (1+sin #)cosd]+mgadsin &

E,=cte = d;m =0 = (ma’d-ma’w?(L+sind)cosd+mgasin ) =0

or @ ne peut étre jamais constamment nul = | ad = aw’(1+sin@)cosé —gsin o

on retrouve donc la méme équation obtenue a partir du PFD.

dE
2. a) il s'agit, bien entendu, de la conditiond'équilibre pour ce systéme conservatif < dgp (eéq): 0

or Ep(0)=%maza)z[l—(l+sin6?)2]+mga(l—cos@) = —ma’w’®(L+sin@)cosd + mgasind = 0
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donc aw?(1+sin@)cos@ =gsind or 6= J_r% ne peuvent jamais correspondre a des positions d'équilibre

en dévisant par cosé, on aura:

aw’(l+sin@)=gtand

b) par un raisonnement graphique, on peut montrer que I'équation précédente admet deux solutions

appartiennent aux int ervalles {0, %} et [7{, 37”}

Soit le schéma suivant représentant les quatre possibilités pour les trois forces agissantes sur M a I'équilibre.

Notez bien que la forced'inertie de Coriolis est nulle a I'équilibre.

AZ Z;

De ce schéma, on voit bien que la somme des forces ne peuvent s'annuler a I'équilibre que si :

0 e [O,z}ou 0 e[ﬂ,s—ﬂ}
2 2
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