Université Cadi Ayyad Faculté polydisciplinaire Département de physique Safi

Chapitre 1 : Cinématique du point matériel

Pré-requis

e Connaitre les systemes de coordonnées (cartésiennes, polaires, cylindriques et
sphériques).

e Savoir dériver les vecteurs de la base polaire ou cylindrique.

e Savoir intégrer quelques fonctions élémentaires (polynomes, fonctions
trigonométriques, exponentielle etc.).

Objectif

* A partir de vecteur accélération d'un point, savoir retrouver le vecteur vitesse, les
équations horaires du mouvement ainsi que I’équation de la trajectoire de ce point.

* Connaitre l'expression de vecteur position, vitesse et accélération dans les
différents systemes de coordonnées.

* Connaitre la définition de quelques mouvements particuliers traités en fin de
chapitre.

* L’objectif de la cinématique du point est d’étudier le mouvement d’'un point au
cours du temps indépendamment des causes qui produisent ce mouvement.
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Définition

La cinématique est une branche de la mécanique qui étudie les mouvements des
corps dans l'espace en fonction du temps indépendamment des causes qui les
provoquent.

Elle a pour but de préciser la position, les trajectoires, la vitesse, 'accélération et les
lois horaires....

Dans un premier temps, nous allons caractériser la position d'un point M de
I'espace dans différents systemes de coordonnées. Ensuite, nous présenterons la
cinématique du point dans un référentiel donne puis les compositions des
mouvements (dits aussi changements de référentiels).
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I- Relativité du mouvement : nécessité d’'un référentiel

1- Introduction

L’étude du mouvement d'un point implique nécessairement la présence simultanée
du point et d'un observateur qui analyse le mouvement de ce point. Selon la position
de I'observateur les conclusions peuvent étre différentes alors que I'étude porte sur
le méme point. Considérons I’exemple simple de la chute d’une bille réalisée dans le
wagon d’'un train qui se déplace sur une voie rectiligne a vitesse constante. Les
résultats de 'étude de ce mouvement obtenus par un observateur assis dans ce
wagon et un autre immobile sur le quai seront inévitablement différents (voir figure
1.1).

Le mouvement d’un point est donc relatifa un observateur fixe dans un référentiel

d’étude.

@ Il n’est pas faux par exemple de dire que le soleil est en mouvement par rapport a
la Terre si 'observateur est fixe sur Terre. Il faut donc a chaque fois préciser par
rapport a quoi I'’étude du mouvement est effectuée.
@ Dans 'expression « le train se déplace a vitesse constante » il est évident que c’est
par rapport au sol et donc la Terre. Le voyageur assis dans un wagon du train peut
dire : « je suis immobile », tout le monde comprendra que c’est par rapport au siege
du wagon et du wagon lui-méme. Il peut dire aussi « je me déplace a grande vitesse »
et on comprendra que c’est par rapport a la Terre.

Le mouvement
de la balle est
rectiligne

Le mouvement de la
balle est curviligne

|

(o) (9
Figure 1.1 : Relativité du mouvement pour la chute d'une balle dans un
wagon en mouvement rectiligne uniforme : positions d'une balle a différents
instants pour un observateur dans le wagon et pour un autre immobile sur le quai.
@ En mécanique, pour qu’il n'y ait pas de doute possible, il est impératif de préciser
par rapport a quoi I'étude du mouvement sera effectuée ; c’est-a-dire indiquer le
référentiel choisi.

2- Notion de référentiel

Un référentiel (ou solide de référence) est un ensemble de points tous fixes les uns
par rapport aux autres. L’observateur qui étudie le mouvement d’'un point est lui-
méme immobile dans ce référentiel.
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Exemple : 'observateur est dans le train, le référentiel est le train. L’observateur est
sur le quai, le référentiel est la Terre.
& Un référentiel peut étre caractérisé par son nom. Dans les exemples précédents on
peut parler du référentiel « train » (constitué de tout ce qui est fixe par rapport au
train) ou du référentiel « Terrestre » (constitué de tout ce qui est fixe par rapport a la
Terre) sans qu'il y ait d’ambiguité.
@ Un référentiel peut aussi étre caractérisé par un point O et trois directions fixes
dans ce référentiel c’est-a-dire par un repere (O, x, y, z). Tout ce qui est fixe dans ce
repere constitue le référentiel.
Par exemple, pour I'étude du mouvement d’'une bille dans un laboratoire il est
possible de choisir un point O correspondant a la position de la bille a un instant
initial et 3 axes Ox (longueur), Oy (largeur) et Oz (hauteur) liés au laboratoire. Le
repere R(O, x, y, z) définit le référentiel d’étude correspondant au référentiel
«laboratoire».

Tout ensemble de systemes d’axes de coordonnées, lié a un corps solide S qui est le
référentiel, constitue un repere lié a ce corps solide S.

Pour un référentiel donné il existe une infinité de repéres possibles (infinité de
possibilités de choisir une origine et 3 axes).

Pour un repére donné il n’existe qu'un référentiel associé (tout ce qui est fixe dans
le repere forme le référentiel).

3- Exemples de référentiel a connaitre

On distingue plus particulierement les référentiels de Copernic, géocentrique et
terrestre définis par:
> Le référentiel de Copernic (ou héliocentrique du grec Hélios signifiant Soleil)
(Copernic 1473-1543): L'origine du repere définissant ce référentiel correspond au
centre d’inertie du systeme solaire (pratiquement confondu avec le centre d’inertie
du Soleil). Les 3 axes du repéere sont dirigés vers trois étoiles qui s’éloignent du Soleil
toujours dans la méme direction (étoiles fixes par rapport au Soleil choisies
convenablement). Ce systeme est utilisé pour I'étude du mouvement des planetes et
des vaisseaux spatiaux interplanétaires.
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¢

Lo Repére de Copernic

Figure 1. 2: Les différents repéres les plus connait
NB: Le référentiel géocentrique est en mouvement de translation circulaire uniforme
par rapport au référentiel de Copernic (les axes du référentiel géocentrique restent
paralleles a ceux du référentiel de Copernic).
> Le référentiel géocentrique (du grec géo signifiant Terre). Le repére caractérisant
ce référentiel a pour origine le centre de la Terre et les 3 axes sont des axes qui
restent paralleles a ceux du référentiel de Copernic. Ce repere est utilisé pour I'étude
du mouvement de la lune et des satellites en rotation autour de la terre.
> Le référentiel terrestre: 'origine de repere choisi est liée a la terre ainsi que les 3
axes (issus de n'importe quel point de la terre). Il est utilisé pour I'étude des corps en
mouvement liés a la terre. Dans ce repere la terre est fixe.

Le référentiel terrestre est un référentiel en rotation uniforme par rapport au
référentiel géocentrique (rotation autour d’'un axe Nord - Sud fixe dans le référentiel
géocentrique).

Le référentiel géocentrique est en mouvement de translation circulaire uniforme
par rapport au référentiel de Copernic (voir figure 1. 2).

Un référentiel est défini soit par son nom (exemple : référentiel terrestre) soit par
un de ses reperes R(0, X, y, Z) et le repére temps, c’est-a-dire une référence spatiale et
une référence temporelle, toutes deux indispensables dans I'étude de tout
mouvement. La notation suivante est d’'usage courant : référentiel R(0, x, y; z ©)

4- Repeéres

L’étude cinématique du mouvement d'un point revient a pouvoir répondre aux
questions « ou ? » (ou se trouve le point ?) et « quand ? » (a quel moment dans le
temps ?). Pour répondre a ces questions il est nécessaire de définir un repere
d’espace et un repere de temps.

On suppose que l'espace est de dimension au plus 3 (trois) et que le temps est
absolu indépendant du lieu.

4- 1- Repere d’espace
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Un repere d’espace est défini par une origine O qui est fixe dans le référentiel et des
axes de référence orthonormés c’est-a-dire orthogonaux et munis d’'une unité de
longueur (vecteur unitaire de norme égale a 1) qui vont permettre a 'observateur de
juger dans quelle direction se trouve le point. Les trois axes forment un triedre direct
(voir figure 1.3).

M X
Oq_) .......... ..)
l
l
(a) (b)

Figure 1. 3 : Repere dans un axe (a) dans un plan (b) et dans I’espace (c).

Selon le mouvement, on choisit le repéere convenable : s’il est linéaire on choisit un
axe (ox) lié par (0,1), s’il est dans un plan nécessite deux axes (0x, Oy) liés par la
base (0,1,]), s'il est dans I'espace nécessite trois axes (0x, Oy, 0z). A chacun de ces
axes est associé un vecteur unitaire respectivement 1, J et k. Les vecteurs (3,7, k)
forment une base orthonormée.

4- 2- Repére de temps

Pour pouvoir répondre a la question « quand? » il faut ajouter un repere de temps
c’est-a-dire une grandeur qui est la variable de temps.

La durée écoulée entre deux événements ou deux instants (dates) est mesurée au
moyen d’une horloge ou chronometre. Le repere de temps est constitué d’'une origine
des temps fixée par 'observateur et d'une durée unitaire fixant une chronologie.

Le temps est considéré comme uniforme et absolu. Sa représentation est une droite

graduée orientée.

A chaque instant, on associe un nombre réel t appelé date ou instant qui
correspond a la durée écoulée depuis 'instant origine (I'origine du repere de temps
qui est choisi at=0).

(i )

Dates Instant] Instant?2 Axes des temps

e départ entre 1, et ¢ temps présent

Figure 1.4 : Repere de temps : la durée At entre les instants 1 et 2 correspond a la
différence de leur date t2 - t1.
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En mécanique classique ou newtonienne, on postule que le repere de temps est le
méme pour tous les référentiels et que le temps s’écoule de la méme maniere dans
des référentiels en mouvement les uns par rapport aux autres.

NB: Le repere d’espace et le repere de temps définissent un REFERENTIEL.
On notera donc un référentiel d’étude sous la forme présentée sur la figure 1.4.

Base de projections
Axes choisie (fixe ou mobile)

R(O, x, v, , t) avec (T, , k) fixe
Origine 4—] I > | Chronologie

Figure 1. 5 : Référentiel d’étude
Pour une étude plus précise du mouvement d’'un point mobile dans un référentiel R
on est amené a définir sa position mais aussi des grandeurs vectorielles comme le
vecteur vitesse ou accélération de ce point. Il faudra donc faire un choix de systéme
de coordonnées (voir chapitre 0 : Rappel et compléments mathématiques) et utiliser
la base correspondante :

@ (x,v,z) en coordonnées cartésiennes avec la base (1,7, K) qui est une base dont les
vecteurs sont fixes dans le repeére.

@ (p, 6, z) en coordonnées cylindriques avec la base (€, €4 k) qui est une base dont
les deux premiers vecteurs voient leur direction varier au cours du temps.

@ (p, 6, ¢) en coordonnées sphériques avec la base mobile (e, , g, .

Il est important de noter que suivant le choix effectué, la base utilisée,

comme outil mathématique, peut étre fixe ou mobile dans le référentiel donné.

Ceci a des conséquences importantes lorsqu’il s’agit de dériver des vecteurs.

Pour éviter toute erreur ou confusion, on notera, a chaque fois qu'une étude est
entreprise, le choix de la base en précisant si elle est fixe ou pas.

Quand on dit que la base est fixe dans R cela signifie que ces vecteurs
gardent la méme direction, le méme sens et la méme norme au cours du temps.
Ces vecteurs ne sont pas liés a un point : ils peuvent étre représentés n'importe
ou dans l'espace mais par habitude et commodité ils sont en général
représentés au point origine O.

5- Repere absolu et relatif

Pour déterminer la position précise du mobile, on associe au référentiel un repere.
Selon la nature du mouvement, on choisit un repere convenable.

Un référentiel est donc un « objet » par rapport auquel on étudie le mouvement
d’un autre objet. Tout mouvement est relatif au référentiel utilisé. Il permet de situer
qualitativement la position du mobile au cours de son mouvement.
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Il existe deux types de repere: Reperes absolus et reperes mobiles.
5- 1- Repeéres absolus

Ce sont des reperes supposés fixes: pas de mouvement de translation, ni de
rotation.

Le mouvement d'un solide est dit absolu s'il est décrit par rapport a un repere
absolu.
Reperes galiléens ou d’inerties (Galilée 1564-1642) : sont constitués d'un systéme
libre (c'est-a-dire au repos ou en mouvement rectiligne uniforme).

Un repere en mouvement de translation uniforme par rapport a un autre repere
galiléen est aussi galiléen.

Les reperes de Copernic, géocentrique et terrestre sont des principaux repéeres
galiléens. Seuls le premier est rigoureusement galiléen. Les deux derniers le sont
également, lorsque I'on tient compte de certaines hypotheéses.

5- 2- Repeéres relatifs (mobiles)
Un repere relatif est en mouvement par rapport au repere absolu.
Le mouvement d'un solide est dit relatif s'il est décrit par rapport a un repere

relatif.
Repéres non galiléens: Tout repere non galiléen peut étre ramené a un repere en

translation non uniforme et / ou en rotation
Exemple : Cas d'un voyageur (2) marchant dans un wagon (1) en mouvement par
rapport au sol (0).

Figure. 1.6
Ro( O, Xo, Yo ): repere absolu, lie ala terre.  Mvt 1/0 : mouvement absolu.
R1( O, X1, Y1 ): repere relatif, lie au train. Mvt 2/0 : mouvement absolu.

R2( 0, X2, Y2 ): repere relatif, lie au voyageur. Mvt 2/1 : mouvement relatif
6- Trajectoire d'un point

Définition : La trajectoire d'un mobile (point matériel) est 'ensemble des positions
successives occupées par le mobile au cours du temps par rapport au repere choisi.
C’est la courbe géométrique décrite au cours du temps par les positions successives
de ce point par rapport a un repere de référence.

Exemple:
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Considérons le mouvement d'une valve sur la jante d'une roue de vélo lorsque
celle-ci roule, sans glisser, sur une route horizontale. La situation est schématisée ci-
dessous (Figure. 1):

Referentiel terrestre

(R AN 'y
o... o

. ’ Rt
. ’
2 B e s

Figure. 1.7
La trajectoire de la valve est représentée :
En vert (1) (cercle) par rapport a I'axe de la roue (référentiel lié a I'axe de la roue).
En rouge (2) (cycloide) par rapport a la Terre (référentiel terrestre).
La trajectoire dépend donc du repere, on dit que la trajectoire est relative.
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[I- Cinématique sans changement de référentiel

1- Position d’'une particule

La position du point matériel peut étre définie au cours du temps en fonction du

o
vecteur position OM; pour cela il est nécessaire de considérer un référentiel (fixe et
non déformable au cours du temps) formé d'un repere orthonormé (défini par son
origine, sa base et ses axes) menu d'une horloge qui indique le temps.

2- Vecteur vitesse d'un point matériel

Puisque la trajectoire d’'un point mobile dépend du référentiel choisi, les
caractéristiques du mouvement doivent changer d'un référentiel a un autre. Une de
ces caractéristiques est le vecteur vitesse du point mobile. C’'est pour cette raison
qu’on utilise la notation V(M/R) pour signifier qu'il s’agit de la vitesse du point M par
rapport au référentiel R On utilisera la méme notation pour les deux types de vitesse
qu’on va traiter dans la suite, la vitesse moyenne et la vitesse instantanée.

2-1- Vitesse moyenne

Soit un point matériel décrivant une trajectoire (C) dans un référentiel R. Le point
matériel occupe la position M a I'instant t et la position M’ a I'instant t' =t + At.

Z

Figure. 1. 8 : Variation de la position dans le temps : vitesse moyenne.

Le méme déplacement d'un point M entre deux positions peut se faire pendant des
durées différentes. Pour caractériser un mouvement il peut étre intéressant de
connaitre la distance parcourue par unité de temps c’est-a-dire la vitesse moyenne. Si
la position du point mobile M a l'instant t correspond au point M(t) = M et a 'instant
t" au point M(t") = M’ le vecteur vitesse moyenne se définit par:

, MM’ OM' — OM
VIM/R) === At

Le vecteur vitesse est donc un vecteur qui a la méme direction et le méme sens que
m—
MM’ (sit' >t).

La norme renseigne sur la distance parcourue en moyenne par unité de temps.
€ Une vitesse s’exprime, dans le systéme international, en métre/seconde, symbole :

m-s-1,

2. 2-Vitesse instantanée
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La vitesse instantanée de M par rapport au référentiel R a un instant t (vitesse a un
instant t, celle par exemple qui apparait sur le compteur de vitesse d’'un véhicule)
peut se définir comme une vitesse moyenne entre la position M = M(t) du point
mobile a la date t et la position M" = M(t + At) de ce méme point a la date t + At ou At
représente une durée tres faible (At = 0). Cette vitesse moyenne tend d’autant plus
vers la vitesse instantanée a la date t que la durée At tend vers zéro. Le vecteur

position OM = W(t) est une fonction du temps et la vitesse instantanée correspond

alors a la dérivée par rapport au temps du vecteur position :
MR = OM' - OM _ ' OM(t + At) — OM(t)
(M/R) = At Do At = A At
Lorsqu’on considere une durée élémentaire dt « infiniment petite » le point mobile

passe d’une position M" a une position « infiniment proche » de M. Le déplacement

Al A . )7z . ; ,’ - —_— ,
élémentaire correspondant peut s’écrire : MM = OM' — OM = dOM. La durée
élémentaire est choisie suffisamment petite pour que la vitesse moyenne sur le
déplacement élémentaire coincide avec la vitesse instantanée. Avec ces notations, le

. == 7o 7 gy =tV )z . = do—lvf
vecteur vitesse V(t), dérivée du vecteur position OM, s’écrit: V(t) = ?)
R

Lorsque le point M’ tend vers le point M, le parcourt MM’ tend vers la tangente de
la trajectoire au point M. Le vecteur vitesse est un vecteur tangent a la trajectoire au
point considéré.

Trajectoire du
p(f)illl M

Figure 1. 9 : Vecteur vitesse V(t) tangent a la trajectoire au point M(t) considéré.
€ La durée élémentaire dt correspond a la différence entre deux dates infiniment
proches et s’appelle aussi la différentielle de la variable t.
€ De méme, le vecteur dO_M, noté aussi dOM = df est le résultat de la différence
entre deux vecteurs position infiniment proches et s’appelle la différentielle du
vecteur position. Il correspond aussi a ce qu’on nomme un déplacement é/émentaire
(infiniment petit ou aussi petit que nécessaire). A partir de la définition du vecteur

vitesse instantanée le déplacement é/lémentaire s’écrit : dOM = I7(t). dt = d¢

Propriétés du vecteur vitesse instantanée :
B Son origine est la position de la particule a l'instant ¢
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B Sa direction est tangente a la trajectoire a la position considérée.
B Son sens est donné par le sens de parcours de la trajectoire.
ds \ I4 V4 - 14 r4 .
B Son module est — ou dsreprésente le déplacement curviligne élémentaire.

On peut résumer ces propriétés dans I'expression :

V(M/R) dOM) MM’ ds _,
= —_—— = —_—— — u_E
dt R dt dt

Ou u; dénote le vecteur unitaire tangent a la trajectoire de méme sens que le sens

du mouvement.
[(OF

V(MAR)

Figure. 1.10
3- Vecteur accélération

Une autre caractéristique du mouvement d'un point matériel est le vecteur
accélération. On utilise une notation similaire a celle pour la vitesse, y(M/R), pour
signifier qu’il s’agit de I’accélération du point M par rapport au référentiel R.

Le vecteur accélération est la dérivée par rapport au temps du vecteur vitesse, ou
de fagon équivalente la dérivée seconde du vecteur position par rapport au temps:

~ dV(M/R) d20M
Y(M/R) = —a | )T ae
R R

On peut définir le vecteur accélération moyenne aussi de fagon similaire au vecteur
vitesse. Il mesure alors la variation moyenne de la vitesse sur un intervalle de temps
At.

4- Mouvement accéléré ou retardé
Le mouvement est accéléré lorsque ||V (t)|| est une fonction croissante du temps,

2
donc ||V(t) || est également une fonction croissante du temps, c’est-a-dire :

dIIV(t)II dIIV(t)II

>00r||V(t)|| = V2donc >0 = 2V—>0 = V.7 >0

Et 1nversement, le mouvement est retarde ou déceéléré lorsque V.y y <0.
Exemple : mouvement de 'ascenseur au cours de la montée:
Etape I : démarrage de I'ascenseur de la position de repos : pendant un court instant,
le mouvement est accéléré: les vecteurs V et ¥ sont dans le méme sens, donc :

V.7 >0.
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Etape Il : La vitesse devient constante, doncy = 0 :le mouvement est uniforme.
Etape III : I'ascenseur va bient6t s’arréter, il décélere, donc V et ¥ sont en sens

opposés. Le mouvement est retardé jusqu’a I'arrét: V.7 < 0.

o ( (o) o)
L*) A\ ‘_) ./ N
Palier

Arre =
Arrct V Etape 11

L . Mouvement V- ‘{.‘ <)

décélére

Sens Ju

maouvement

. S, Ewpe 11
de 'ascensewn J ‘Y - () I ‘J_‘L”;

Etape |

- - [

Mouvement VY > ()
Palier ] L—O | accelérd

Démarrage

Figure. 1.11
5- Hodographe du mouvement ou des vitesses
L’hodographe (H) d’'un mouvement par rapport a un point fixe O est 'ensemble des

points H tel que a chaque instant t: OH(t) = l_/)(M/R)

_— ) H(E)
Vit Vi) M(t4) - H(t2)
N\ V(t*l
H(ts)
t\’ V( ts)
H(t
e ( 4)
Figure. 1.12.a: Trajectoire d’un point Figure.1.12.b : Hodographe du méme
matériel mouvement

La figure. 1.12 ci-dessus, décrit le mouvement d’'un point matériel. A gauche la
trajectoire est obtenue en reliant les extrémités du vecteur position a chaque instant
t. L’hodographe, a droite, est la courbe décrite par le vecteur vitesse, d'origine O.

6- Vecteurs position, vitesse et accélération dans les différents systemes de
coordonnées

6. 1- Expressions des vecteurs: position, de la vitesse et de l'accélération en
coordonnées cartésiennes

6. 1-1- Expression de vecteur position
Soit le repere fixe orthonormé directe R(O; X, Y, Z) de base orthonormé directe

IR
(1,7 ,k) . La position d’'un point M peut étre repérer par ses trois composantes
cartésiennes (X, y, z), projection orthogonales sur les trois axes du repere.
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y
4 > direct

Figure. 1.13

Le vecteur position s’écritalors: OM =0Om+ mM = xi+yJj+z K

Le module de OM est : ||W|| = J/x% + y2 + 72
Remarques
i- Le repere plan

Si le mouvement s’effectue dans le plan, il est possible de repérer la position du
mobile ponctuel M dans le repére (0,1,7) a I'aide des coordonnées rectangulaires x et

y, ou bien a I'aide du vecteur position OM.

Le vecteur position s’écrit donc: OM = xT + y ]
——

v 4
trajectolre

- M

it

C = x x
1
Figure 1.14: Coordonnées rectangulaires
ii- Le repeére rectiligne
Si le mouvement est rectiligne, on se contente de l'axe OX tel que le vecteur

position OM s’écrit : OM = x1

M X

z‘ X
6. 1- 2- Expression de la vitesse en coordonnées cartésiennes
En dérivant I'expression du vecteur position par rapport au temps, on obtient

I'expression de la vitesse:

V(M/R) =

dOM_  d(xi+yj+zKk)
at F dt
R

En appliquant la regle de dérivation d’'une somme |'expression devient :

. d OM d d d(zKk
o - 425, - 40) |36 1)

dt
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Les vecteurs de la base cartésienne (?,f,E) sont des vecteurs indépendants du

: (s di _dj _ dk :
temps (fixes), leurs dérivées par rapport au temps sont nulles: == d—; =—= 0. Si

le point M est mobile, seules les composantes x, y et zsont des fonctions du temps : x
=x(t); y = (0 ; z= z(?). L'expression devient :
oM dx. dy. dz -

R itttk

€ Par convention et pour alléger les expressions, la « dérivation d’une variable x par

V(M/R) =

rapport au temps ¢ » est notée par la variable surmontée d'un point pour la dérivée
premiere, de 2 points pour la dérivée seconde etc.
X
Donc, on utilise la notation suivante : V(M/R) = xi + y] + 2k = (y) ; ou le point
Z/ R
sur la variable signifie la dérivée par rapport au temps.
On écrit aussi : V(M/R) = V, i+ V,i+V, K
Avec: Vy=Z=x% ; V,==y ;p=Z=
Le module de la vitesse du point M s’écrit : ||I7)(M/R)|| = JX2+y2 + 2%
6. 1- 3- Expression de I'accélération en coordonnées cartésiennes
L’expression du vecteur accélération est obtenue a partirde: y(M/R) =

dV’(M/R)) _ dzm)
ac ‘R acz /R

On écrit donc:
. d(oi+2i+5 k)
¥(M/R) = & R
Puisque les vecteurs de la base des coordonnées cartésiennes sont fixes, on dérive
seulement les composantes du vecteur vitesse, ce qui donne :
. dzx d?y, d%z
FM/R) = — T+ —=7 + - K
On utilise parfois la notation suivante :
P(M/R) = X+ i+ ZK
Ou les deux points sur une variable signifie la dérivée seconde de la variable par
rapport au temps.
Le module de 'accélération du point M s’écrit :
IPMM/R)II = VX2 +§2 + 2%
Remarque : on utilise les coordonnées cartésiennes quand le mouvement de M est
quelconque.

6. 2- Expressions des vecteurs: position, de la vitesse et de l'accélération en
coordonnées polaires
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C’est un systeme de coordonnées utilisé pour repérer la position d’'un point M a
deux dimensions. La position du point M, est repérée par la donnée de la distance p,

qui le sépare de I'origine O et de I'angle ¢ que fait le vecteur OM avec I'axe (0x).

A~

Y
(:q

é,

y > M

). ES

o = ¥ >
i x X

Figure 1.15

Le vecteur position en coordonnées polaires s’écrit : OM = pe,,.
Remarque : Nous avons déja signalé, dans le chapitre 0, que le repéere (e, ,e,) est un
repere local. Ainsi, ces deux vecteurs unitaires ne sont constants qu’en module, ils

sont variables en direction, donc leurs dérivées par rapport au temps ne sont pas
nulles.

On obtient alors pour le vecteur vitesse :

_ dp _, dﬁ dp_) depdgo
VIM/R) = e+ P = wt% ¥ Payar

de, de, do
Avec: —L2=—"x—== e,
dt de ~ dt = @

On écritdonc ~ V(M/R) = pe, + poe,
VT)(M /R) = pe, : est la vitesse radiale du point M.
W(M/R) = pc'p%) : est la vitesse orthoradiale du point M.

i—‘f = (p : est la vitesse angulaire du point M.
Le vecteur accélération s’écrit comme suit : y(M/R) = d(v(gi/ R) _ deep ;rtp<pe<p)
- dp—> dep dp d(P de(p
M/R) = —¢, + p— + — (e, + ot
YMM/R) =3re + Pt qr e + P o T PO
cad Y(M/R) = pe, + ppe, + ppe, + pde, + po(—@e,)
a5y _ 45 do _ _
Sachant que & - do X — pe,

on trouveY(M/R) = (p — pp?)e; + (pd + 2 pp)e,
Interprétation :
y_p’ =(p — p(i)z)e—p’: est I'accélération radiale du point M.

Yo = (p® + 2 pp)e, : est 'accélération orthoradiale du point M.
d?e

= = @ : est 'accélération angulaire du point M.

6. 3- Expressions des vecteurs: position, de la vitesse et de l'accélération en
coordonnées cylindriques
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Figure 1.16

Soit la base orthonormée (e, , e, , E) aux coordonnées cylindriques.

Dans cette base le vecteur position s’écrit de la fagon suivante : OM =om +
mM = pe, +z k
Expression de la vitesse en coordonnées cylindriques

Pour obtenir I’expression du vecteur vitesse en coordonnées cylindriques on dérive
le vecteur position en coordonnées cylindriques:

V(MR)—dW d(pe, +zk) dp_, s dep+dzE+ dk
/R) =7 dt T P T T e

> : e, dk —
Sachant que k est un vecteur fixe sa dérivée est nulle — = 0. Le vecteur e, étant

mobile, sa dérivée n’est pas nulle en générale.
En effet, e, dépend de fagon implicite de ¢ a travers sa

dépendance de I'angle ¢. i risarslion
. .de, de, d SN
Ainsi—2 = —22% = pe, 0
dt de dt <OSP cOs%)
En utilisant 'expression du vecteur €, dans la base (7,7, k) on -sing
obtient : dérivation
de_p’ d L . 5
— = —(cosgol +singp)) = —sin@i+ cos @] =
de do
. d(sin
Rappels : —(p) —sing et 2E09) COS® ~
de o A
Que 'on peut retenir avec : A \d¢
On déduit des coordonnées des vecteurs : kn2 |
. . -
de de 2 >
p _ — Qp _ = ¢ e
—=e et —=e P .
de ¢ de P !

On constate que la dérivation par rapport a ¢ correspond a une rotation de g

Remarque : Si le point M reste sur le plan xoy tel que z = 0 la base choisit est dite

polaire.
rive o par: 9% _ G0 _ o
La dérivée par rapport au temps est alors donnée par: = ap a = P
dp — de,  d
On obtient alors pour le vecteur vitesse : V(M/R) = —p €yt p % +=
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Ouencore: V(M/R) = pe, + ppe, + zk
VP)(M/R) = pe, : est le vecteur de la vitesse radiale du point M.
ﬁ(M/R) = p@e, : estle vecteur de la vitesse orthoradiale du point M.
V,(M/R) = 7K

Le module du vecteur vitesse V(M/R) est : ||I7(M/R)|| =/p% + (pp)? + 22

Expression de I'accélération en coordonnées cylindriques
On utilise I'expression du vecteur vitesse en coordonnées cylindriques :

dV(M/R) _d(pe, + ppe, + k)

y (M/R) =
Y (M/R) T 7
4 dp_, de, dp _, de_,  de, di,
14 (M/R) = Eep + 'DE-I_ EQOQ(I, + pEew + pQDW-l‘ Ek
On avait obtenu I'expression de la dérivée par rapport au temps du vecteur e_p’ ;
g .
ac P
On obtient de facon similaire la dérivée du vecteur Ep) :
de, d d d
d_q()p = %(—sincpT+ coscpT)d—(f = (—cos@i— Sin(de_T = ¢e,

En remplacant dans I'expression de I'accélération ci-dessus on obtient :
YOM/R) = 58, + pdeg + pheg + pieg + pdp(—e,) + zk
Qui donne finalement: Y(M/R) = (p — pp?)e, + (pp + 2 pp)e, + 7K
Yo = (p — pp?)e, : estle vecteur 'accélération radiale du point M.
Yo = (p® + 2p@)e, : est le vecteur accélération orthoradiale du

point M.
Y, =ik
Le module du vecteur accélération y(M/R) est :
IVOM/BOI =V (B — p9>)? + (0§ + 2 p)? + 22
6. 4- Expressions des vecteurs: position, de la vitesse et de l'accélération en
coordonnées sphériques

Dans ce cas, les équations horaires du mouvement sont : r(t), 0(t) et @(t). Les
vecteurs unitaires de la base e, e, et Ep’ constituent un repere local. Par rapport au

repére fixe (7,,k), ils sont donc variables en directions. Leurs modules sont
constants et égaux a 1.
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Z

o g\

Figure 1.17
Soit la base orthonormée associées aux coordonnées sphériques ;
(er.,€q,€p).
Dans cette base, le vecteur position s’écrit de la facon suivante : OM=r e,
Expression de la vitesse en coordonnées sphériques
Le vecteur vitesse est obtenu en dérivant le vecteur position :
. dOM dr _, de;
V(M/R)=T=Eer+ r dt
e, dépend des angles 0 et ¢, donc sa dérivée par rapport au temps est donnée par :
de; _ de;d06 de/dg
dt  dodt | de dt
En utilisant les expressions des vecteurs (e, , ey ,Ep)) en fonction des vecteurs

notée

(ep €4 ,e,) données au chapitre 0.

z »
.
» e,
M} & -
P
x C‘n
Figure 1. 18

e, = sin@e, + cos Be,

€p = cos Be, — sin Be,

€y = €
de;, . . deg s
On montre que: — = ey et— = sin fe
9 de 8 “de @
. de: do_, . de —, . N
Ainsi: —= —e sinf— e, = Qe sinB@ e
dt dt © + dt ¢ ot P €o
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Ainsi, en coordonnées sphériques, le vecteur vitesse s’écrit :
7 dr — N— . . —>
V(M/R) = I o + rbeg + rsinb e,

-, :
Ou encore: V(M/R) = e+ rbBeg + r ¢sinb e,

Expression de I'accélération en coordonnées sphériques
On utilise I'expression du vecteur vitesse en coordonnées sphériques:

) dV(M/R) d(ie,+ r e, + r ¢psinbey)
VM/R) = ——— = 4 T 2

Pour dériver les vecteurs de la base (er,a,?,a,;) on utilise leurs expressions en

fonctions des vecteurs de la base (e, , e, , e;).

On obtient alors:

dég _ —, de—e) _ — . d%) _ -— . — —
- G cosbe, T = S0 = —(sinBe, + cos0 eg)

Les dérivées temporelles des vecteurs de la base (e, eq ,€,), sont alors données
par:

de;_ dedo | deide |

dt ~ de dt ' dedt  dt

deg deg €g €g

deg _ dedd depdp = deg

dt _ de dt | de dt dt

= 0Oeg + sinBp e,

= —0e; + ¢ cosb &,

de, de,dg de,
_(P — _(P_ _(P — g — — —(hai - —
Tt do dt = Tt ¢e, (psinBe, — (pcosh eq

Ainsi en dérivant les composantes du vecteur vitesse en coordonnées sphériques
ainsi que les vecteurs de la base, on obtient alors I'expression finale du vecteur
accélération en coordonnées sphériques :

Y(M/R) = (¥ — r6? — r¢?sin?0)e; + (2i0 +rb — r ¢?sin?6)eq
+ (21 ¢ sin® + 2r0@cosd + r sin6 )e,
7- Coordonnées curvilignes

7- 1- Repeére de Frenet

Dans le cas d’'un mouvement plan on peut définir en chaque point M de la
trajectoire la base de Frenet. Le repére de frenet est un repéere local, lie au centre de
masse du systeme étudie.

Pour cela on définit en tout point M un repere de frenet de vecteurs unitaires :

u, : Tangent a la trajectoire et orienté dans le sens du mouvement ;
el . . N> . 4 1, 7 . .
u, : Perpendiculaire a u; et orienté vers la concavité de la trajectoire.

Pour compléter le triedre on définit un vecteur B tel que le triedre (u;, u,, §) est
un triédre directe cd.d.B = u, A u,.

Le triedre (%, , W, , B) est appelé repére de Serret-Frenet.
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Figure 1.19

7- 2- Abscisse curviligne
Dans le cas d'un mouvement curviligne, il est parfois utile d’utiliser 1'abscisse

curviligne pour repérer la position du point matériel. Pour cela, on fixe un point A de
la trajectoire (voir la figure.1.20). L’abscisse curviligne s(t) est alors définie comme
étant la distance curviligne du point fixe A au point M(t) qu’'occupe le point matériel a
instantt: AM = arc(AM) = s(t)

/"v T

/

|

u

\
p— \\-4 -
7 A MY 2
//
Figure 1.20

Alinstantt’ =t + dt, le point matériel occupant la position M'(t") on aura le vecteur
position:
AM = arc(AM) =s(t) ; ¢t =t+dt
Le déplacement élémentaire s’écrit alors : MM' = arc(MM') = s(t") — s(t) = ds
est un arc de cercle de centre C et de rayon Rc; appelé rayon de courbure. Les
vecteurs u, et u,, peuvent alors étre obtenue de fagon analytique.

En effet, dOM = MM’ = ds u,, ce qui donne la définition du vecteur tangent
— doM

. :
ds
Pour le vecteur normal, on remarque d’abord d’apres la figure 1. 20, que u,, estle
. . . —_— —_ dﬁ;
vecteur directement perpendiculaire au vecteur u; onadonc: u, = 0

) d . — 1 .
D’autre partona: ds = R,d0 = dO = R—s . Ce qui donne pour u,, I'’expression
C

— du;
u, =R
n C dS
i dOM . du;
Enfin 1w, = etu, = Rp —
ds ds

7- 3- Vecteur vitesse dans le repéere de Frenet
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En dérivant le vecteur position par rapport au temps on trouve I’expression du
vecteur vitesse dans la base de Frenet.

On a déja vu que dOM = MM’ = dsu, Ce qui donne pour le vecteur vitesse

= dOM ds —,
V(M/R) :725 U;.

7- 4- Vecteur accélération dans le repere de Frenet

Pour dériver I'’expression du vecteur vitesse obtenue ci-haut, on doit dériver, entre

. du; dit; ds

autres, le vecteur tangentielle u; par rapport au temps : dt’ = ds’ =
ds . dﬁ; 1 — .
Sachant que i V, Le module du vecteur vitesse et que e L On obtient
C
da; vV .,
= —u

dt R¢ n

On dérive le vecteur vitesse pour obtenir I'expression du vecteur accélération :

N ds — N
; dV(M/R) d(;;Uud) d’s_,  dsdug
(M/R) = = = S0+
dt dt dt dt dt
Le vecteur accélération dans la base de Frenet est donné par
V(M /R N + Ve
= — —u
FM/R) = T+ o
Le vecteur accélération peut étre décomposé en une composante tangentielle,
appelée accélération tangentielle:  y,; = Z—Zu_{

, Y — V2
Et une composante normale, appelée accélération normale :y,, = — Uy tel que
Cc

V(M/R) =7Y{ +Va

Ou encore en terme de module : ||[¥(M/R) |12 = I71*? + [¥all?

On peut remarquer que la composante de l'accélération normale est toujours
positive, ce qui signifie que I'accélération normale est toujours orientée vers la
concavité de la trajectoire.

8- Exemples de mouvement

8- 1- Le mouvement circulaire

On considere le mouvement d’'un point matériel M dont la trajectoire est un cercle
dans le plan XOY, de centre Oet de rayon R.

e

i- le vecteur position : peut s’écrire dans la base cartésienne : OM = Rcos6 1 +
- 7 . —_— — Y —
Rsin 6 j.ou encore dans le base des coordonnées polaires (u,,u; ):OM = R u,.
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Figure. 1. 21
ii- Le vecteur vitesse
= dOM du, S —s — — N
V(M/R) = — = % = ROu; = Rwu; =Vu; Avec V=Rw ou a):% est la
vitesse angulaire
On peut ainsi montrerque: ——= w AOM

dt
En effet;

Soit le triedre (u, , u,, k) étantun triedre directona u; = k A u, Cequi
permet d’écrire pour le vecteur vitesse :

- dOM . _ -, > —
V(M/R)=T=Vu1= Rwu; = Rw(k A ur)z wk ARu,

En utilisant la définition du vecteur vitesse angulaire, @ = w E et I'expression du
vecteur position, OM = R u,, On obtient alors ? = G AOM.
Remarque : Si OM est un vecteur unitaire : OM = 1, alors on a le résultat important
suivant L2 = G AL,
dt

iii- Le vecteur accélération

. dV(M/R) d(Vuy) dv__ du; dv_.  du;de
YMRO="43"""a&% ~a" "V a"a" Ve
dv_, _, dv_, vZ_,
= EUT —Vou, = Eut — ?ur
Par identification avec I’expression obtenu dans la base de Frenet :
. dv_, v?_
Y(M/R) = EUT + Fun

On constate que: u,= - u,
Remarque - Mouvement circulaire uniforme
Dans le cas d’'un mouvement circulaire uniforme la vitesse angulaire est constante,

N 714 . . dw
c.a.d. que I'accélération angulaire est nulle: w = cste = — = 0.
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L’accélération tangentielle étant nulle, 'accélération n’a qu'une seule composante,
la composante normale :
VY(M/R) = ¥n = Ro’u,
Dans le cas d'un mouvement circulaire uniforme l'accélération est toujours
normale a la trajectoire et orientée vers le centre du cercle : I'accélération est
centripete.

8- 1- Mouvement hélicoidal

x = Rcos6
C’est un mouvement tel que : y = Rsin6
z=h6
p=R = p=0
On coordonnées cylindriques, on peut écrire : 0= w
z=h6 = hw

Calculons la vitesse du point M(x, y, z) a partir de I’expression OP = Re, + hfe,.

—_—

R 4 hewe
=R— e
dt wez

—

<

de, — ) JRR . -
Or —dtp = @ Ae,,alors la vitesse peux s’écrireV = Rw e, + hwe,

Son module sera donnée par:  ||V|]|= V = wVRZ + h2
A présent on peut calculer I'accélération

e,
7 =Roe,+ Ro —=+ hoe; = Rie,+ Rw (& Aey)+ hie;
_ . — 2 — . —>
= we, — Rwe, + hwe,
Son module s’exprime sous la forme suivante :
IF 1?2 = @2(R? + h?) + RPo*
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[1I- Cinématique avec changement de référentiel

1- Mouvement relatif et mouvement absolu

On considere deux référentiels R1(01; X1, Y1, Z1) et R2(02 Xz, Y2, Z2), de base

respectives (17, )1, k;) et (i3, J, k), en mouvement I'un par rapport a 'autre. On
suppose que Ri1 est fixe, qu'on I'appel référentiel absolu. Le référentiel Rz est alors
appelé référentiel relatif; il est en mouvement par rapport a Ri. On étudie le
mouvement d’un point matériel M par rapport aux deux référentiels :

Z. 4

Figure. 1. 22

1. 1- Le mouvement absolu de M

Le mouvement de M par rapport au référentiel absolu est appelé mouvement
absolu. La position du point M est repérée par la donnée des coordonnées
cartésiennes dans le référentiel Ry (Voir figure. 1. 22) :

W: X1 H)+Y1H+Zlk_1)

La vitesse absolue de M est la vitesse du point matériel M par rapport au référentiel
absolu, elle est obtenue en dérivant par rapport au temps le vecteur position dans le
référentiel R;:

- d O;M
V(M/R;) =
dt
Ry
Les vecteurs de la base (17, j7, k_l)) étant liés au référentiel R; leurs dérivées
: d iy di; d k; - :
temporelles respectives sont nulles : 2 = 24t = 231 = |1l suffit alors de
dt R, dt R, dt R,

dériver les composantes :
VIM/R)) = % L +yi)1 71 K
L’accélération absolue est obtenue en dérivant la vitesse absolue par rapport au

d V(M/R;)

temps dans le référentiel absolu :y(M/R;) = g
1

La aussi, il suffit de dériver les composantes du vecteur vitesse absolue :
YM/R) = X3 T4y +Z41k
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1. 2- Mouvement relatif de M

Le mouvement de Mpar rapport au référentiel relatif est appelé mouvement relatif.
La position du point M est repérée par la donnée des coordonnées cartésiennes dans
le référentiel Rz (voir figure 12)

O,M=x, ,+y,05 + 2, k;

La vitesse relative de M est la vitesse du point matériel par rapport au référentiel
relatif, elle est obtenue en dérivant par rapport au temps le vecteur position dans le
référentiel Rz:

o ——

d 0,M

V(M/R) = —

R,
Dans ce cas les vecteurs de la base (G,]_Z’,k_z)) étant liés au référentiel R- leurs
dérivées temporelles respectives sont nulles :
d 1 d j;
dr | dt

dt

=0

R; R; R,

Donc la aussi, il suffit de dériver les composantes :
VIM/Ry) = X, 1, +Y2); +Z Ky
L’accélération relative est obtenue en dérivant la vitesse relative par rapport au

temps dans le référentiel relatif:  y(M/R,) = % .
2
Elle a comme expression dans la base relative :
YIM/Ry)) = %5 134 Y202 + Z2 Ky
1. 3- Cas particulier : Rz en translation rectiligne par rapport a R:
Dans ce cas, les vecteurs de la base relative (15,7, , E) sont aussi fixe par rapport au
référentiel Ry :
d k,
C o dt

di,
dt

dJ

= =0
dt

R, Ry R,

1. 4- Cas particulier : Rz en rotation par rapport a R;

Si le référentiel Rz est en rotation par rapport au référentiel R1 avec une vitesse
angulaire w(R,/R;). Les vecteurs de la base relative sont alors aussi en rotation avec
la méme vitesse angulaire @(R,/R;) = w. En utilisant le résultat exprimé dans la
remarque a la fin du paragraphe précédente, on obtient les dérivées temporelles
respectives des vecteurs de base :

di; dij, S d k, —

=wAlL, , =2 =wA7J, = w A Kk,
dt Ip dtRl dtR1

1

1. 5- Cas général : R1 en mouvement quelconque par rapport a Rz
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Tout mouvement d’un référentiel par rapport a I'autre peut étre ramené a la
composition d'un mouvement de translation rectiligne et d'un mouvement de
rotation, d’ou I'importance de ces deux types de mouvement.

2- Dérivation en repére mobile

Dans toute la suite (sauf si autrement précisé), on va considérer les deux
référentiels R; et Rzliés respectivement au reperes (01, X1, Y1, Z1) et (O2, Xz, Y2, Z2) et
caractérisés, respectivement, par les bases orthonormées (17, J7, k_l)) et

(13, T2, E). On considere que Rz est en mouvement (quelconque) par rapport a R;
et que ce mouvement est caractérisé par la vitesse angulaire @ (R,/R,).

Soit un vecteur A défini par son expression dans le repere relatif Rz: A= X, 1, +
Y2J2 + 7z k;
Pour dériver le vecteur A par rapport au référentiel R; il faut dériver les

composantes et les vecteurs de la base (1, J,, k_z)) mobile par rapporta R;:

di| _ . — di; | . — dj; , T dky
atlp, — Xplp ¥ X o+ Valot Y2 0 F Zy ky + 2z, dt
On a vu que la dérivée d’'un vecteur unitaire # en rotation avec une vitesse
. burd \ \ . 7 d_) — e
angulaire w par rapport a un repere fixe est donnée par d—? = @ Au.Enremplagant
% par les vecteurs de la base (7, J;, k,) on obtient alors :
dK . —> . —> .7 — —> — — — 1.
T X L+ V2)2 + Z2 K +%(0 AL)+ y2 (0 AJz) + 2 (0 AKy)
Ry
dA . — . — . T e 2 L on .
Or Tl = X2kt Yal2 + 7 k, est la dérivée du vecteur A dans le référentiel
R,
relatif
Et

-

5@ A+ v, (B AR) + 2, (B Aky) = B A+ v, 75 + 22 k) = B AA
Ce qui permet d’écrire la dérivée du vecteur A dans le référentiel R; connaissant

son expression dans le référentiel R-.
dA dA

dt dt

Ry

+ ®(Ry,/R)A A

R;
3- Composition des vitesses
On commence par décomposer le vecteur position absolu en fonction du vecteur

position relatif: O)M = 0,0, + 0O,M
La vitesse absolue est obtenue en dérivant dans le référentiel absolu R::

v = do,M _ do, 0, do,M
@ dt dt dt
1 1 R,
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En utilisant les résultats obtenus dans le paragraphe précédent concernant la
dérivation en repere mobile, on exprime le dernier terme en haut (on remplace A par

0, M)

do,M do,M . —
+ o (Ry/R) A O,M
dt dt
Ry R;
Ce qui donne pour I'expression de la vitesse absolue :
— do,M d0,0, . SN

R; Ry
Qui est le résultat cherché. Le premier terme est la vitesse relative et les deux
derniers termes donnent la vitesse d’entrainement.

Donc:
S do;M . : -
vV, =V(M/R,) = ac Iy, est la vitesse absolue du point matériel ;
1
> T do,M . : : -
V, =V(M/R,) = at est la vitesse relative du point matériel ;
2
V, = dlt 2l + @W(R,/R;)A O,M: est la vitesse d’entrainement: La vitesse
1

qu'aurait M par rapport a (R1) s'il était fixe dans (Rz).
Autrement, la vitesse d'entrainement est la vitesse du point coincident, c.-a-d. la
vitesse qu'aurait M par rapport a (R1) s'il était fixe dans (R2).

Le mouvement d’entrainement: c’est le mouvement de Ri/Rz

La loi de composition des vitesses s’écrit : Z =l + 1,

4- Composition des accélérations

= U a” 4°0,0, + L @R, R) A O3H
Va - dt dt dtz dt (0‘)( 2/ 1) 2 ) R
Ry R, R, 1
__dG| _ di| | d20:0;] | d@Ry/Ry)
Ya = ar dt dt? * dt A 02M)
Ry Ry R,
., do,M
+ (0w (R2/R) A qt
Ry
On développe le premier et le dernier terme.
dv. dv, _ _
| = | T R/ROAL

Ou on a utilisé la regle de dérivation d'un vecteur dans un repere mobile. Pour le

dernier terme on obtient :

B d0,M 3 dO,M| . Ry /. Ry —
B (R,/Ry) A — (@ (R,/Ry) A 4@ (—) A ( & (—) AO,M )
ar |, ar |, R, R,
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0,M

= (@ (R2/Ry) A at

R1
= @ (Ry/R) AV + & (Ry/Ry) A (& (Ry/Ry) AO;M )
En rapportant dans l'expression 1n1t1ale, on obtient I'expression compléte de
I'accélération absolue :

dv dv. d20,0 d(_’ R
Y_)a — a — r 1Y2 ( 2/ 1)/\ 02M+(,0 (RZ/R1)
dt dt dt?
Ry Ry R,

A (B (Ry/Ry) AO;M) + 268 (R,/Ry) AVy
Le premier terme a droite est I'accélération relative, le dernier est I’accélération de
Coriolis et les termes restants composent l'accélération d’entrainement.
Donc:

—

P— — dva
Ya= Y(M/Ry) =

: est'accélération absolue du point matériel ;
1

— dVr d?0,M , s . . ..
Yr= Y(M/R,) = = .z : est I'accélération relative du point matériel ;
Ry
— d?0,0, d(® (Rz/R _— — 7 S T At ) .
Yo = dt12 2 . @ (dtZ/ D A 0,M + ® (Ry/Ry) A (w (Ry/Ry) AO,M) : est’accélération d’entrainement ;
1

Ye= 2w (Ry/R)A V; : est I'accélération complémentaire, aussi appelée accélération de Coriolis.
La loi de décomposition des accélérations s’écrit de la fagon suivante :
Ya=Vr + Ye t Ve
L’accélération d'entrainement comme l'accélération du point coincident, c.-a-d.
I'accélération qu'aurait M dans (R1) s'il était fixe dans (Rz) :

5- Exemples de mouvements particuliers

On considere deux cas particuliers de mouvement du référentiel relatif par rapport
au référentiel absolu.
5. 1- Mouvement rectiligne

Si le référentiel Rz est en translation rectiligne par rapport au référentiel absolu R;,

la vitesse de rotation angulaire est nulle : w(R,/R;) = 0.

La formule de décomposition des vitesses devient alors : V_)a(M) = W(M) +
do,0,
dt R,

Le second terme n’étant rien d’autre que la vitesse absolue du point 07 :
Va(M) =V (M) + Vo (02)

A s s s — _ dVy d?0,0,
De méme, I'accélération absolue s’écrit: vy, = —
dt IR, dt? R,

Le premier terme étant 'accélération relative du point M et le second l'accélération
absolue du point 02:  y,(M) =y, (M) + y,(0,)
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Si en plus le mouvement relatif est rectiligne uniforme on aura la vitesse du

référentiel relatif par rapport au référentiel absolu qui est constante c.a.d.
Va(0,) = csté etyq(0,) = 0.
L’accélération relative est alors égale a I'accélération absolue: y,(M) =y, (M)

5. 2- Mouvement de rotation uniforme

On suppose que le référentiel Rz est en rotation uniforme par rapport au référentiel
absolu Ry, et que la rotation s’effectue autour d’'un axe passant par l'origine commun
aux deux référentiels O = 01 = 02. Dans ce cas w(R,/R;) = w = Cste ; c.ad.
dw(Rz/R1) _ 0.

dt

Les expressions de la vitesse d’entrainement et de 1'accélération d’entrainement

deviennent particulierement simples :
Ve = @ (Ry/Ry) A OM
Ye = ® (R/R) A (W (R/Ry) AOM)

IV- Application (voir TD)
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