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Examen de Mécanique du Point Matériel

Glissement d’'un anneau sans frottement sur une tige (T)

Soit Oxy un plan vertical d’'un référentiel fixe supposé Galiléen R(O, x, y, z) de base

(T,T,E) orthonormée et directe. Un point matériel M de masse m se déplace sans
frottement sur une tige (T) qui constamment (toujours) en contact par son extrémité
0, avec I'axe ox. Le point O, se déplace sur I'axe ox.

Soit R;(04,X4,y1,2; = z) de base (e,,e,, k) orthonormée et directe, un référentiel
relatif lié a la tige (T) tel que 'axe 0;x; confondu avec (T).

La tige (T) effectue également un mouvement de rotation uniforme autour de I'axe
0,21.

M est lancée depuis le point O avec une vitesse ¥y = vge, = vl (v, > 0), elle soumit
en plus des forces habituelles, a une force F=7 mcos ¢ ?5,, avec X = a. (Voir figure
ci-dessous).

Les parameétres du systéme seront : ||O—01>|| = x(t), ||W|| =p() ete(t) =(ep)
y
A

N.B : Toutes les expressions vectorielles doivent étre exprimées dans la base (€,, € ,, k)

Partie I : Etude dans le référentiel R (Galiléen)

1- Donner le vecteur vitesse de rotation de R, par rapportaR: 5(9%1/9%).
2- Calculer le vecteur position OM, la vitesse V (M /R) et'accélération y (M/R) de M.

3- Justifier que la composante R, selon 8p de la réaction R est nulle.

Pr: ELOUARDI EL MOKHTAR dataelouardi.com

1/2




4- Exprimer les forces appliquées a M dans la base (é,, é’<p , iE) par rapport au
référentiel galiléen.

5- Ecrire le principe fondamentale de la dynamique (PFD).

6- Par projection du PFD suivant Ep ; déduire 1’équation différentielle du mouvement.

II- Application du théoréme du moment cinétique

1- Déterminer @, (M/R) le moment cinétique en O du point M ainsi que sa dérivée
par rapport au temps dans R.
2- Déterminer les moments de chacune des forces agissant sur le point M.

3- En appliquant le théoréeme du moment cinétique, trouver les expressions de la

composante de R.

IlI- Application du théoréme de l'énergie cinétique

1- Déterminer E.(M/R) I'énergie cinétique du point M dans R ainsi que sa dérivée
par rapport au temps dans R.

2- Déterminer les puissances de chacune des forces agissant sur le point M.

3- En appliquant le théoreme de I'énergie cinétique, trouver I'’équation différentielle

du mouvement.

Partie Il : Etude dans le référentiel R, (non Galiléen)

1- Le référentiel R, est-il Galiléen ? Justifier clairement votre réponse.
2- Calculer la vitesse relative I7(M /R1) etlavitesse d’entrainement Ve(M ).

3- Calculer l'accélération relative, I'accélération d’entralnement et ’accélération de
Coriolis du point M.

4- Les lois de composition des vitesses et des accélérations sont-elles vérifiées?

5- Donner I'expression des forces appliquées a M dans la base ( é,, €, ,E).

6- Ecrire le principe fondamentale de la dynamique (PFD) dans R;.

7- Retrouver I'équation différentielle du mouvement. Déduire 1'’équation horaire du
mouvement.

8- Retrouver les expressions des composantes de la réaction.

9- Quelle sera la vitesse minimale de M sur la tige pour que le contact entre M et (T)
puisse continuer a exister dans le temps?
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Correction de 'examen de Mécanique du Point Matériel

Partie I : Etude dans le référentie/ R (Galiléen)

I- Application du principe fondamentale de la dyvnamique

1- Le vecteur vitesse de rotation de R; par rapportaR est: ﬁ(iRl/ER) = (’pﬁ = wk.
2- Calculons le vecteur position OM, la vitesse V (M/R) et 'accélération y (M/R) de M

dans ‘R.

# Vecteur position : OM=xT+p e, = (xcos@+ p)e, —xsing e,
# Vecteur vit : V(M/R)—@)—'T+’“*+ €,
ecteur vitesse : = o), =% pe, + pw e,

= V(M/R) = (kcos¢ + p) e, + (pw —Xsing) e,
# Vecteur accélération :

. dVIM/R)|  d(xT+ p e, + pw eg)
YM/R) = ——| = o .
R
~ dé, dé,
=X1+ pep+p¥+pweq,+ p(o?

deé, - dé’q)

Avec:— = we, et e — we,

3- R; est nulle car M se déplace sans frottement sur la tige (T)
4- On exprime les forces appliquées a M dans la base ( € ,§<p ,E) par rapport au référentiel
galiléen
# le poids: P=mg= —mgj = —mg(sing e, + cosg ey),
#* la réaction de la tige qui est normale a celle-ci, puisque les frottements sont
négligeables (la composante de R suivant é,estnul:R, = 0): R = R,é, + RZE

* Laforce: F= xmcosg e,

5- Ecrivons le principe fondamentale de la dynamique (PFD) par rapport au référentiel

Galiléen :
> Feu = my(M/R)
—mg(sing €, + cosgp €,) + R,é, + R,k + % mcosg é,=
=m(Xcosg + p— pw?) e, + m(2pw — Xsing) e,
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—m(gsing — X cosp) e, + (R, —mgcosp)é, + R,k
=m(Xcosg + p— pw?) e, + m(2pw — ¥sing) e,
6- on déduit 1équation différentielle du mouvement.
Pour trouver cette équation, il faut faire une projection sur un vecteur de telle sorte
éliminer les composantes de la réaction.
= —m(gsing — ¥ cos@) =m(icosgp + p— pw?) = p— w?p=—gsing

II- Application du théoréme du moment cinétique

1- Déterminons @, (M/R) le moment cinétique en O du point M ainsi que sa dérivée par
rapport au temps dans $R.
Go (M/R)= OM AmV(M/R)
= [(xcos@ + ple, —x sing &,]
Am[(xcosp + p)e, + (pw —xsing)e,|
=m[(xcosp + p)(pw —xsingp)+ x sinp (xcosp + p)]T{

w =m(xcosp —xwsing + p)(pw — xsingp)
+m(xcosp + p)(Ppw —Xsingp — Xxw cos @)
+ m( x sing + xwcosp)(xcose + p)
+mx sing (¥cosp —xwsing + ﬁ)]f(
= MpPwX cos ¢ — MpPxw? sin @ + M pwp — mx? sin ¢ cos ¢ + mxxw sin? @
— mxp sin @ + mpwx cos ¢ — mxx cos ¢ sinp — m xxw cos? ¢ + mppw
— mipsing — mpxw cos @ + mx?sin@ cos @ + m px sin @ + mxxw cos? @
+ m xpwcose + m x ¥ sin ¢ cos ¢ — mxxw sin? ¢ + mx sin @ ﬁ]_k
= MPwE-€65¢ — MPXW? Sin @ + MPW P —MFZSiR-P-COSP—+MXFw-SinZ@
—MXH-SHG + MPWOX COS Q) —MXX-COS-P-SH-P—MKXFD-€052@ + MPPW
— MXp Sin Q —M-pre-€os-P—+MIZSIn@CosP—+ M PXSIRG+MXXWCOSE@
+ M XPWCOSP—+-Mx-X-SiR-@-coSP—mxiw-Sin=¢ + mx sin @ ,b']f(
= (—mpxw?sin@ + 2m pwp + 2mpwx cosp —mipsing + mx sing p‘)T(
2- On détermine les moments de chacune des forces agissant sur le point M.
MO(F) = OM AF = [(xcos¢g + p)e, —xsinpe,] A imcosg €,
= XX MCOS @ sin<pi(
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MO(F) =OM AP = [(xcosp +ple, —x sing e,| A [—mg(sing e, + cospe,)]
= [-mg(x cos ¢ + p )cosgp — mg x sin? p] k
Mo(ﬁ) = OM AR = [(xcosp +ple, —x sing e,] A (R,é, + RZE)
=—(xcosp +p)R,€, + (xcos<p+p)R(pf( —x sinpR,e,
= —x sinpR,e, — (xcosp +p)R,€, + (xcos<p+p)R(pi)(

-,
3- Les expressions des composantes de R.

Lo tUB — 2eo(F) + Mo(P) + Mo(R)
(—mpxw?sing + 2m pwp + 2mpwx cos @ —mipsing + mx sing ,b')i)(
= XX mcos¢ sing k+ (—mg(x cos @ + p )cosgp — mg x sin? (p)f{
—x sinpR,e; — (xcos@ +p)R,€,+ (xcosp +p) R(p_l){
Par identification, on trouve :
mx sing p —mpxw?sing + 2 mpwp + 2mpwx cos @ — mipsin g
= mxX cos @ sing —mg(x cos@ + p )cosg —mg x sin? ¢ + (x cos @
+p) R,
—mgxsing? + 2m pwp + 2mpwx cos ¢ — mip sin @
= mxX mcos @ sinp —mg(x cos® + p )cosp —mg x sin? ¢ + (x cos @
+p) R,
2m pwp + 2mpwx cos — mipsing —mxx mcos @ sing + mg(x cos @ + p )cos
= (xcosp+p)R,
R, = m(2pw — %sing) + mgcosp et R,=0

IlI- Application du théoréme de I'énergie cinétique

1- On détermine E.(M/R) I'énergie cinétique du point M dans R ainsi que sa dérivée par
rapport au temps dans ‘R.

#* L’énergie cinétique s’exprime comme suit :
1 1
Ec(M/R) = EmV(M/iR) = Em[(a’ccosq) + p)? + (pw — xsing)? ]

# La dérivée de I'énergie cinétique s’exprime alors :
dE.(M/R
% = m[Xcosp —xwcosp + p)(xcosp + pP)

+ (pw —xsin@)(pw — Xsing — xw cos ¢)]
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2- Déterminons les puissances de chacune des forces agissant sur le point M.
# P(F/R)=F.V(M/R) = imcosg €, [(xcosp + p)e, + (pw —xsing)e,]| =
xmcose (xcose + p)
% P(F/R)=P.V(M/R) = |-mg(sing €, + cospe,)].[(kcose + p)e, +

(pw — xsin ) E(;] = —mgsin@(xcos¢@ + p) —mgcose (pw — xsin @)

L

P(R/R) =R.V(M/R) = (Ryé, + RZE). [(Xcose + p)e, + (pw —
xsing) e,] = (pw — xsinp)R,
3- Par applications du théoréme de I'énergie cinétique.

wz PF/R) + P(P/R) + P(R/R)

m[Xcosp —xwcosp +p)(xcosp + p)+ (pw — xsin@)(pw — Xsing — xw cos @)]
=xmcos@ (xcosep + p)—mgsinp(xcose + P)
— mgcos (pw — xsing) + (pw — xsinp)R,,
m[xp-€cos¢— Xpw cos @ + pp +x¥ecoste— x2wcos? @ + xpcose + ppw? — Xpw sin @
— Xpw? cos @ — X pw sin @ + xX sin? ¢ + xw sin ¢ cos @]
= MAXCOSZ@ + PRICOSP-—MEXSIAPG-COSH — MESIng P — MEPWCOSEP
+-mgees@sing-+ (pw — xsing)R,
MXp COS P — MxXpw? cos @ —mxpw cos Y +mpp —mx?w cos? @ +m ppw?
— mXpw sin ¢ — mx pw sin ¢ + mxx sin? ¢ + mx%w sin ¢ cos @]
= —mgsing p — mgpwcosp + (pw — xsing)R,
Ona: R, = m(2pw + gcosp — X sin @)
MXP COS P — MXPwW? oS P —MXPw COS P + mpp — mx?w cos? @ +m ppw?
— mXpw sin ¢ — mx pw sin ¢ + mxx sin? ¢ + mx?w sin ¢ cos @
= —mgsing p — mgpwcosg + (pw — xsinp)R,
On a: R, = m(2pw + gcosp — % sing@)
mxp cos @ — mxpw? cos @
=mpw (—pw + X sin @) + mxpw cos ¢ — mpp + mx?w cos? ¢
—mXsing (—pw + x sin@ ) — mx%w sin ¢ cos ¢ — mgsing p — mgpwcosy

+ (pw —xsin@)R,
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mxp cos @ — mxpw? cos @
= (—pw + x sin@)(—mpw — mgcosg) + mxpw cos ¢ — mpp + mxw cos? ¢
— mx2w sin ¢ cos ¢ — mgsing p — mgpwcosy

On retrouve donc: = p— w?p=—gsing

Partie 1] : Etude dans le référentiel R, (non Galiléen

1- Le référentiel R, n’est pas Galiléen car il n’est pas en translation rectiligne et uniforme
par rapporta R.

2- On calcul la vitesse relative V(M /R,) etla vitesse d’entrainement IZ(M)

# la vitesse relative : V(M/R,) = d(;ltM = p€,
R/
# lavitesse d’entrainement :
. dOM (M € R,)
Ve (M) = ( dt ) Cdt
R

V,(M) = xi + wk Ape, = %(cospe, —sinpe,)+ wpe,
DoncV, (M) = (xcos p)e, + (wp — xsing)e,
3- On calcul l'accélération relative, I'accélération d’entrainement et l'accélération de

Coriolis du point M.

# L’accélération relative:

oy o GO
VI = ga) =i
1

# L’accélération d’entrainement :

d?0M(M € Ry) <d20_01’

YG (M) = dtz dtz

= 7(0,/R) + ( 1/ ) NOM + QR /R) A (R, /R) A O;M)

)/ i (QR./R) A 01M)/R

= %1+ wkA (u)k A ey) =X+ WK A pwe,) = ¥l — pw’e,
Donc:y, (M) = (Xcosep — pw?) e, —¥sing e,
# L’accélération de Coriolis :
Ve (M) = 20(Ry/R) A V(M) = 20k A p g = V(M) = 2wpe,
4- vérifions les lois de composition des vitesses et des accélérations.
Ona: V(M) + V,(M) = pe, + (X cos p)e, + (wp — Xsingp)e,
= (kcosp + ple, + (wp — xsinp)e, = V(M/R)
et
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Yr (M) + Yo (M) + Y. (M) =p e, + (%cosp — pw?)e, —Xsing e, + 2wpe,
= (%cos@+ p— pw?)e, + (2wp —ising e, = y(M/R)
Les lois de composition du mouvement sont bien vérifiées

5- L'expression des forces appliquées a M dans la base (€, €, , E)

#* le poids:: P=-mgj] = —mg(sing e, + cospey,)
# laréaction: R= R,é, + Rk
# Laforce: F= imcosg é

#* Les forces d’inertie :
e Force d’inertie d’entrainement :
E,= —my, (M) = —m(¥cos¢p — pw?) e, + mising e,
@ Force d’inertie de Coriolis :
Fe = —my¢ (M) = - 2mwpe,
6- Le principe fondamentale de la dynamique (PFD) dans le référentiel non galiléen :
P+ R+ F+F,+ F,. = my,.(M)
—mg(sing e, + cospe,) + R,é, + R,k + % m cos ¢ e, —m(Xcosp — pw?)e,
+mising e, — 2mwpe, = mpe,
—mgsing e, —mgcosp e, + R,é, + R,k + ¥ mcos ¢ e, —m(Xcosp — pw?)e,
+mising e, — 2mwpe, = mpe,
[-mgsing —m(%cosg — pw?) + xmcos @] e_p’ + [-mgcosp + mi singp — 2mwp
+ R,]é, + R,k =mpé,
7- L’équation différentielle du mouvement.
La projection du PFD suivant €,, :
[-mgsing —m(%cosep — pw?) + xmcosp] =mp
Ce qui donne :

= p— w?p=—gsing
C’est une équation différentielle du second ordre a coefficients constants et avec second

membre. L’équation caractéristique est : 72 — w? = 0
= rl’z = i(l)
La solution s’écrit sous la forme : p(t) = p,(t) + p,(t)

Avec:
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py(t) = Ae®t + Be™ !

pp(t) = Csing + Dcos@
pp (t) Doit vérifier I'équation différentielle

pp(t) = —Cw?sing — Dw?cos@
On écrit donc:
—Cw?sing — Dw?cos@ — Cw?sing — Dw?cos@ = —gsing
= —2Cw?sing — 2Dw?cos@ = —gsing
= —2Cw?= —g et — 2Dw? =0
8

== C=2_(1)2 etD =0

Donc: p,(t) = %sin(p
Par conséquent :
p(t) = Ae®t + Be ' + 2;(1251“([3

A et B sont déterminées a partir des conditions initiales p(0) = 0 = A+B = 0 et

. v (%
p(0) = v, = w24 — Bw? :oAzﬁetB:—ﬁ.
La solution est p(t) = J_—;we“"t sinhv2wt)
Vo ¢ Vo _.t g . Vo . g .
p(t) = 2—(026“’ ~552° “t + 52 Sine = Esmhwt-k 752 Sine

8- Les expressions de composantes de la réaction.
* La projection du PFD suivant €,: = R, = m(2pw + gcosg — X sin @)

# La projection du PFD suivantk : = R,=0

9- Pour que le contact entre M et (T) existe, il faut que :
R, =0

= Pmin = v min(M/R1)

. . asin @— gcos
= d'aprés4—b):p = LA

2w
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