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Examen de Mécanique du Point Matériel

Glissement d'un anneau sans frottement sur une tige (T)

Un anneau assimilé a un point matériel M de masse m coulisse sans frottement le long

de la tige (T) qui tourne dans le plan horizontal (X0Y) autour de I'axe (0OZ) avec une
vitesse angulaire constante (¢ = wtavecw > 0). Soit iR(O,?,f,E) un référentiel
orthonormé direct et Galiléen, et soit R'(0, ép, é(p ,E) un référentiel lié a la tige. M est
lancée depuis le point O avec une vitesse U, = voe, (v, > 0), elle soumit en plus des
forces habituelles, 4 une force F = —2mwp 6p (Figures ci-dessous). Le mouvement

du point M décrit par les variables p et @.
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N.B : Toutes les expressions vectorielles doivent étre exprimées dans la base (€,, € ,, k)

Partie I : Etude dans le référentie/ R (Galiléen)

I- Application du principe fondamentale de la dvnamique
1- Calculer le vecteur position OM , la vitesse V (M/R) et 'accélération y (M/R) de

1.5
M.
2- Exprimer les forces appliquées a M dans la base (é,,é,,k) par rapport au | 1.25
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référentiel galiléen

3- Ecrire le principe fondamentale de la dynamique (PFD) 1
4- Par projection du PFD suivant §p ; déduire I'équation différentielle du mouvement. 1
1I- Application du théoréme du moment cinétique

1- Déterminer @, (M/R) le moment cinétique en O du point M ainsi que sa dérivée 1
par rapport au temps dans R.

2- Déterminer les moments de chacune des forces agissant sur le point M. L5
3- En appliquant le théoréeme du moment cinétique, trouver les expressions de la ,
composante de R.

IlI- Application du théoréme de l'énergie cinétique

1- Déterminer E.(M/R) I'énergie cinétique du point M dans R ainsi que sa dérivée | 1
par rapport au temps dans R.

2- Déterminer les puissances de chacune des forces agissant sur le point M. 1.5
3- En appliquant le théoreme de I'énergie cinétique, trouver I'équation différentielle | 1.5
du mouvement.

Partie Il : Etude dans le référentiel 'R’ (non Galiléen) -
1- Calculer la vitesse relative I7(M /R etla vitesse d’entrainement z(M )

2- Calculer l'accélération relative, I'accélération d’entrailnement et ’accélération de | 1.25
Coriolis du point M. 175
3- Donner I'expression des forces appliquées 3 M dans la base ( € ,§¢, ,E) .
4- Ecrire le principe fondamentale de la dynamique (PFD) dans R’

5- Retrouver I'équation différentielle du mouvement. Déduire 1'équation horaire du | 1.5
mouvement. 0.5
6- Retrouver les expressions des composantes de la réaction.
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Correction de 'examen de Mécanique du Point Matériel

Soit un anneau assimilé a un point matériel M de masse m coulisse sans frottement le long

de la tige (T) qui tourne dans le plan horizontal (XOY) autour de I'axe (OZ) avec une
vitesse angulaire constante (¢ = wtavecw > 0). iR(O,?,f,E) un référentiel
orthonormé direct et Galiléen, et soit R'(0, ép,é(p ,E) un référentiel lié a la tige. M est
lancée depuis le point O avec une vitesse ¥, = voe, (v, > 0), elle soumit en plus des
forces habituelles, & une force F = —2mwp E’p (Figures ci-dessous). Le mouvement du

point M décrit par les variables p et ¢.

ZAS YA

>V

Partie I : Etude dans le référentiel R (Galiléen)

I- Application du principe fondamentale de la dvnamique
1- Calculons le vecteur position OM, la vitesse V (M/R) et 'accélération y (M/R) de M

dans ‘R.
wt oy -_— —
#* Vecteur position: OM=pe,
E . g dm . — —
# Vecteur vitesse : V(M/R) = | = P€p +pwe,
R
# Vecteur accélération :
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dV(M/R)| _ d(p€, + pwé,) dé dé,

v — _p . —
dt |, dt _pe"+pdt+pwe"’+pw dt

Y(M/R) =

Y(M/R) = p €, + pwé, + pwe, — pw?€,

&, _
dt
Y(M/R) = (p — pr) é)p + zpwé)(p

- dé)(p _ -
weq, et ? = — wep

Avec:
2- On exprime les forces appliquées a M dans la base ( é,, €, ,E) par rapport au référentiel
galiléen

k3

# le poids: P=mg= —mgk,

# la réaction de la tige qui est normale a celle-ci, puisque les frottements sont
négligeables (la composante de R suivant é,estnul:R, = 0) :R = R,é, + RZE

# Laforce: F = —2map e,

3- Ecrivons le principe fondamentale de la dynamique (PFD) par rapport au référentiel

Galiléen :

> Feu = my(M/R)

—mgk + R,é, + R,k — 2mwp €, =m[(p — pw?) €, + 2pwé,]
—2mwp €, +R,é,+ (R, — mg)k = m(p — pw?) €, + 2mpwe,
4- Par projection du PFD suivant €,
L’équation différentielle du mouvement.
Pour trouver cette équation, il faut faire une projection sur un vecteur de telle sorte
éliminer les composantes de la réaction.
= m(p - pw?)=-2mwp > p+2wp— w?p=0

II- Application du théoréme du moment cinétique

1- Déterminons @, (M/R) le moment cinétique en O du point M ainsi que sa dérivée par
rapport au temps dans ‘R.
Go (M/R)= OM AmV(M/R) = pé, Am(p€, + pweé,) = mp’w k

doo (M/R)
dt B

2- On détermine les moments de chacune des forces agissant sur le point M.

2 mppw k
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Mo(F)=0M AF= p&, A —2mwpé, =0
My(P)=0M AP = p€, A -mgk = pmgg,
My(R)=0M AR= p€, A (R,é, + Rk)=—pR,E,+ pR,k

-,
3- Les expressions des composantes de R.

dao (M/R) - - -,
2mppwk = p(mg — R,)e, + p R(pf(
Par identification, on trouve :
R, = 2mpw et R,=mg

IlI- Application du théoréme de l'énergie cinétique

1- On détermine E.(M/R) I'énergie cinétique du point M dans R ainsi que sa dérivée par
rapport au temps dans ‘R.

il

# L’énergie cinétique s’exprime comme suit :
Ec(M/R) = SmV(M/R) = ~m(p? + p*a?
c(M/R) = ZmV(M/R) = Zm(p? + p*w?)

# La dérivée de I'énergie cinétique s’exprime alors :
dEc(M/R)
dt

2- Déterminons les puissances de chacune des forces agissant sur le point M.

= m(pp + ppw?)

% P(F/R) =F.V(M/R) = —2mwp &,.(p€, + pwe,) = —2mmp?
% P(P/R) = P.V(M/R) = —mg k.(p€, + pweé,) = 0
% P(R/R)=RVM/R)= (R,é, + R,k).(p€, + pwE,) = pwR,,

3- Par applications du théoréme de I'énergie cinétique.

dE.(M/R) ., .,
—C—= P(F/R) + P(F/R) + PR/R)
= m(pp + ppw?) = —2mwp* + pwR,
On ‘a: R, = 2Zmpw
= m(pp + ppw?) = —2mwp? + 2m ppw?
= mpp + mppw? = —2mwp? +2m ppw?
= p+pw? = —2wp +2pw?
On retrouve donc:
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= p+2wp—w?p =0
Partie Il : Etude dans le référentie/ R’ (non Galiléen)

1- On calcul la vitesse relative V(M /R etla vitesse d’entrainement Ve)(M )

et . . —d doM
# lavitesse relative : V(M/R") = —

= pe,
R

. : = d 00

#* lavitesse d’entrainement : V,(M) = 0

P

+w AOM=w A p&, = pwé,

R

2- On calcul l'accélération relative, I'accélération d’entrainement et l'accélération de
Coriolis du point M.
# L’accélération relative :
d*oM

Yr(M) = TR

# L’accélération d’entrainement :

Ye(M) = ———| +——| A OM+ wkA(wk A OM) = wk A (wk A OM)
dt - dt -
=wE/\pw8q, = — pw? §é,

# L’accélération de Coriolis :
Ye(M) = 2(wk A V,(M)) = 2pw(kAE,) = 2pwé,
3- L'expression des forces appliquées a M dans la base ( 5p, ép , I_c))
# le poids : P=mg= —mgk,
# laréaction: R = R,é, + R,k
# Laforce: F = —2mwp é,

# Les forces d’inertie :

@ Force d'inertie d’entrainement : F,, = —my,(M) = mpw? €,
@ Force d'inertie de Coriolis: F,, = —my.(M) = — 2mpwé,

4- Le principe fondamentale de la dynamique (PFD) dans le référentiel non galiléen :
P+ R+ F+F,+ F,=my,(M)
—mgk + R,é, + R,k — 2mwp €, + mpw* €, — 2mpwé, = mpe,
(—2mwp + mpw? e, + (R, — 2mpw)é, + (R, — mg)k = mpe,
5- L’équation différentielle du mouvement.
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La projection du PFD suivant Ep :
[(—2mwp +mpw?)é, + (R, — 2mpw)é, + (R, — mg)k = mpe, |.€,
Ce qui donne :
—mwp +2mpw? =mp & p+2wp— pw:=0
C’est une équation différentielle du second ordre a coefficients constants et sans second
membre. L’équation caractéristique est: 7% + 2wr — w? = 0= A" = 2w?
= T, = —w $\/E= —w F V2
et la solution est p(t) = (Ae(V2~Dwt } Be-(V2+Dwty A et B sont déterminées A partir

des conditions initiales p(0) = 0 > A+B=0etp(0) =vy = w (\/7 ~DA- 2+ 1)B)

Vo

2\V2w

6- Les expressions de composantes de la réaction.

La solution est p(t) = e ! sinhv2wt)

# La projection du PFD suivant é)q, : = R, = 2mpw

# La projection du PFD suivantk : = R, =mg
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