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TD N°1 : Mécanique du Point

Exercicel:
On considére deux vecteurs dans une base B(i, j, IZ) orthonormée : \7l =3i +4] —5K et \72 =i +2]+ 6k
Calculer : a) leur module ; b) leur produit scalaire ; c) leur angle ; d) les composantes (cosinus directeur) de leurs

vecteurs unitaires ; e) le produit vectoriel \71A\72 ; Que signifie le module ”\71 /\\72 H

Exercice 2 :
Un point M de 'espace peut étre représenté soit par :

e Les coordonnées cartésiennes (x, y, z) de base (éX ,éy €),
e Les coordonnées cylindriques ( p, ¢, ) de base (ép , é(/, E,),
e Les coordonnées sphériques (r,d, o) de base (ép,ég,é(p) )
1. Donner I'expression des bases (ép,§¢,§2) et (ér,éa,éw) en fonction de (€, ,éy &)

2. Soit le référentiel R(O, x, y, z)de base cartésienne (€, ,éy ,€,). Calculer :

de | de, o o
a) —2| ; —=| dans(€,,€, ,€,).En déduire leurs expressions dans (€,,€,,,€,) .
dp| do
R R
de, e, de, oe, 0, 0e, o
b) —L , .20 .20 ._2. __% |esexprimer dans la base (er,ea,e(p).
080 oOp 00 Op 00 Op
e de.| de,
c) En déduire —-| ; 9| ; ¢| )
t| " ode| "ot ‘
R R R

3. Déterminer, a I'aide d’un schéma, I'expression du vecteur déplacement élémentaire dOM dans les trois
systémes de coordonnées. En déduire :
a) L'élément de surface normal a €, et I’élément de volume d’un cylindre.

b) L’élément de surface normal a éq, et celui de volume dV d’une sphére.

Exercice 3 :

Un point matériel M se déplace dans le plan (xoy) d’un repére fixe R(O, X, Y, z).

o(t)

La position de M est repérée par les parameétres p et @ tels que: p(t) = p,e”"’ ol testle temps et O(t) = wt

avec w =cCte N.B:Tous les résultats doivent étre exprimés dans la base (ép ,€,,Kk)

1. Donner I'expression du vecteur position OM en fonctionde p,, w et t.

Déterminer le vecteur vitesse de M et calculer son module.
Déterminer le vecteur unitaire tangent €, a la trajectoire de M.

o 0 T

Calculer I'expression de I'accélération tangentielle ¢ de I'accélération de M par rapporta R (M /R).
2. a. Sachant que la base (ét ,én , k) est une base orthonormée et directe, déterminer le vecteur unitaire én

normale a la trajectoire.
b. Déterminer I'expression du vecteur accélération de M par rapport a R et calculer son module.

3. a.Sachant que (M /R) =y €4 +71 € , calculer I'expression de I'accélération normale yp,.

b. En déduire le rayon de courbure R, de la trajectoire de M a I'instant t.

1
4. Calculer la distance parcourue par M sur sa trajectoire entre lesinstants t =0 et t = — .
1)
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Exercice 1:

On considere un cylindre d’axe vertical, circulaire de rayon R et de hauteur h=27R, auquel est lié le repéere cartésien
orthonormé direct (O, 1, J, I_E) supposé galiléen ( voir figurel).

La surface latérale du cylindre porte un tube mince de forme hélicoidale, d’extrémités H et B, dans lequel se déplace
un point matériel M. Les équations paramétriques de la trajectoire du point M sont données par :

x = Rcos@
y = Rsin6
z=RQ2mr —06)

avec0 <0 <2nm

En particulier, le point H correspond a 8 = 0 et le pointBa 8 = 2.
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Figure 1
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Ecrire le vecteur position du point M dans la base cylindrique habituelle (&, ,€s, k).
Ecrire de méme le vecteur vitesse du point M. Quelle est sa norme ?

3. Déterminer une relation entre I'abscisse curviligne s(t) du point M et I'angle 8(t), sachant que s=0 lorsque
6=0.

4. Montrer que le vecteur unitaire tangent au point M est :

S 1 -
T=—(—sinfi+ cosOj— k)
V2
5. Ecrire le vecteur accélération du point M dans la base cylindrique, et calculer sa norme.
6. En déduire, en fonction de R, de 8 et de ses dérivées, I'accélération tangentielle, 'accélération normale du
point M ainsi que le rayon de courbure p de la trajectoire en M.

7. Exprimer les trois vecteurs (7_"), IV, §) de la base de Frenet a I'aide des vecteurs (€, ,8e, E).



Exercice 2 :

Un systéme est constitué de deux tiges 00’ et O’'M , de longueurs respectivement L et D, reliées entre elles par
une articulation parfaite en O’.

Soit R(O,X,Y,Z) un repére orthonormé direct de base (7, J, I_c)) lié au point O. Le point O’ décrit par rapport a O, une
trajectoire circulaire de rayon L, dans le plan XOY, avec une vitesse angulaireﬁ. Dans le méme plan, le point M est
en rotation autour de O, avec la vitesse angulaire .

Soit R’(0’,X’,Y’,Z’) un repére orthonormé direct de base (77’ ?) lié au point
mobile O’. L’axe O’X’ est confondu avec la direction OO’ (voir figure 2). y
Les angles 8(t)et ¢(t) évoluent de maniére quelconque.

- —
o7

1. Exprimer les vecteurs unitaires i, j’ et k' du repere R’ dans la base (,],k),

, o . du dj dkr , e B e
en déduire — ,d—Jt et —- en fonctionde ¢, U, etk

2. Exprimer les vecteurs vitesses rotations ﬁ(R’/R)et w dans la base
@, K.

3. Donner, dans la base relative (7,7, F), les vecteurs positions W et OM.
Calculer directement le vecteur vitesse et le vecteur accélération du point M dans le référentiel R(O,X,Y,Z),
on les exprimera dans la base (77’ F).

5. Déterminer, dans la base (77 F’)), les expressions des vecteurs :

a) Vitesse relative et accélération relative de M.
b) Vitesse, accélération d’entrainement et accélération de Coriolis.
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Exercice 1:

Soit R(O,x,y,z) un référentiel galiléen (considéré ici comme repére absolu) muni de la base (7,7, I;) et Ry(04, X4,¥1,21=2)
le repere relatif lié a la tige (T) et muni de la base (§p, §¢, l_c)). la tige (T) (confondue avec I'axe O1x,) tourne autour de
I’axe Oz avec une vitesse angulaire de rotation w constante et positive, tel que ﬁRl/R = wk.

L’extrémité O, de la tige, se déplace sur I’axe Oz avec une vitesse V, constante telle que : V(Ol)/R =7k = Vol_é.
A l'instant t=0, le point O, est confondu avec O.
Un petit anneau M de masse m se déplace sans frottement sur la tige (T). Il est attaché a I'extrémité d’un ressort de

raideur k et de longueur a vide [, . L'autre extrémité du ressort est fixée en O, (voir figure 1).

@l

figure 1

Le ressort exerce sur I'anneau M la force F = —k(p — 1p)é, .
Ondonne ¢ = (1,6,) = wt et ||0,M|| = p.

Dans la suite du probléme toutes les grandeurs vectorielles doivent étre exprimées dans la base (Ep, é}p, E).

1. Exprimer le vecteur position OM en fonction de JWeett.

2. Calculer directement |'expression de :

a) La vitesse absolue de M : Va( M) et de I'accélération absolue de M : y,(M).

3. Déterminer I'expression de :

a) L’accélération relative de M : VF(M) et de la vitesse d’entrainement de M : Ve(M).

4. Calculer I'expression de :

a) L'accélération relative : y.(M), de I'accélération d’entrainement : Y,(M) et de I'accélération de Coriolis : y.(M).
5. Les lois de composition des vitesses et des accélérations sont-elles vérifiées ?

a) Donner les expressions vectorielles de toutes les forces qui s’appliquenta M dans R1.
b) Appliquer a M le principe fondamental de la dynamique dans le repere relatif R;.

7. En projetant I'équation vectorielle obtenue de ce principe dans la base (é'p,_étp,l?), déduire :
a) L’équation différentielle du mouvement de M le long de la tige (T).

b) Les composantes de la réaction R.



Exercice 2 :
Une tige OA de longueur a, tourne autour d’un point O a vitesse angulaire constante dans un plan horizontal. Un
point matériel M de masse m est mobile sans frottement dans ce plan. Le référentiel terrestre R, considéré comme

galiléen, il est rapporté au repére orthonormé direct Ry (0, Xy, Yy, Z,) repére fixe de base (7 , Jo ,Eo) , Z verticale
ascendante. On note R; le référentiel rapporté au repére orthonormé direct R, (0, X;,Y;,Z;) de base (71 ,]; ,El) tel
que Z; = Z,. Le repére R, rigidement lié a la tige OA se déduit a chaque instant de Ry (0, X,, Yy, Z,) par une
rotation d’angle 8(t) = wt, autour de I'axe OZ,, . On note de nouveau, R, le référentiel rapporté au repére
orthonormé direct R, (4, X5, Yy, Z,) de base (i, ,], , k,) tel que Z; = Z,. Le repere R, tel que AZ, soit colinéaire 3
AM, et se déduit a chaque instant de R;(A, X1,Y1,Z;) par une rotation d’angle a(t), autour de I'axe AZ;, ol a(t) est
une fonction quelconque du temps t.

On pose 04 = ai; et AM = r(t)7, ou r(t) est une fonction inconnue du temps t et (t) = w. En plus de son poids

P= mgl_éo et de la réaction du plan R= Nl_c)o , le point M est soumis a une force de rappel F= —kri, ouk>0.

Considérons Ry (0, Xy, Yy, Zo)comme repére absolu et R, (4, X, Y1, Z;) comme repére relatif.

.
Tous les résultats doivent &tre exprimés dans la base (15 ,]> , k3).

Partie | : Cinématique

1. Définir puis calculer :

a) La vitesse relative V;(M) = I7(M/R2) .

b) L’accélération relative y.(M) = y(M/R,).
2. Calculer les vecteurs rotations instantanés : (R, /R,) et Q(R,/R;) . En déduire G(R,/R,) .
3. Définir puis calculer :

a) Lavitesse d’entrainement : V,(M) = V(M € R,/Ry).

b) Lavitesse d’entrainement : y.(M) = y(M € R,/Ry) .

c) L'accélération de Coriolis : Y.(M).

Partie Il : Dynamique

1. Faire le bilan des forces qui s’exercent sur M dans R, et exprimer chacune d’elles dans la base (5, J5 , Ez).

2. Ecrire le PFD appliqué au mouvement de M dans R, et faire la projection suivant les vecteurs de la base
CYAD!

3. Etablir les deux équations du mouvement vérifiées par r(t) et a(t).

4. Déterminer les deux positions d’équilibre M; et M, du point M relativement au repére R, correspondantaret a
constants. A quelles conditions ces positions existent-elles ?

Yo A
1
X,
M
Y,
a(t)
[
X1
J2
Jo A
@Jl ' 0 (t)=wt
0]
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Soit R un repére galiléen muni de la base orthonormée directe (ZC’,@ ,€,). On considére un point A se déplacant sur
I'axe (0, €,) ol il est repéré par le vecteur 0A = x(t)é,. Un point matériel M de masse m se déplace dans le plan

(A€ ,e;) sur le cercle de centre A et de rayon a donné ; on repére M par I'angle 8(t) = (@,W). (voir figure).
On étudie le mouvement de M par rapport a R, lorsque M est soumis aux trois forces suivantes :

=4 - = Ty =4 - 7 . .
P =mge,; Q = —mk?0M et R = mNT7 laréaction du cercle sur M (k constante non nulle et N une fonction
scalaire inconnue).

[R—

On conseille pour exprimer les valeurs, d’utiliser la base (e, 7,]) telle que : T = % et j=¢€,nl.

1. Exprimer les vecteurs I7(M/R) ety(M/R).

2. Al'aide du principe fondamental de la dynamique, trouver les trois équations différentielles du mouvement de M.

3. Exprimer le moment cinétique en O.

4. En appliquant le théoréeme du moment cinétique, retrouver une des trois équations différentielles obtenues a la
guestion 2.

5. Déterminer :

L’énergie cinétique E, .

La puissance totale P des forces appliquées sur M.

L’énergie potentielle E;, dont dérivent ces forces.

En déduire I'intégrale premiere de I'énergie cinétique.

Expliciter ce résultat lorsque at =0:x =0 =x=60=0.

Sh D O 0 T W

Dans ces mémes conditions initiales ; calculer le travail w de la résultante des forces lorsque x reste nulle et

que O variede 0 a g

a. Montrer comment peut-on retrouver l'intégrale premiére de I'énergie a partir des équations obtenues a la
question 2. A7
b. Exprimer la fonction N en fonctionde a, k, get 6.

AEz

~
v

=)
y
v
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Exercice 1 : Mouvement a force centrale

Un satellite se déplace dans le champ de gravitation de la terre sur des orbites fermées. On suppose que le satellite

. . s . . . , = Mr.m
est uniguement soumis a l'action de la gravitation de la terre donnée par laforce: F = —G :2 €,
0 e, o M satellite
erre

M7y : masse de la terre, m : masse du satellite, r : distance entre le centre de la terre et le satellite supposé ponctuel.

On veut étudier le mouvement du satellite dans le référentiel relié au centre de la terre Ry(0,x,y,z) de vecteurs
1,7, k 'axe Oz est orienté Sud-Nord. Ce référentiel est supposé Galiléen. €, et €y sont dans le plan (0Oxy) .

1. a) Donner I'expression du champ de gravitation g.
b) Calculer I'énergie potentielle du satellite, on prendre I’énergie potentielle nulle a I'infini.
2. a) Donner I'expression de la vitesse du satellite en coordonnées polaires 1,0 et de leurs dérivées par rapport

au référentiel terrestre.
b) Etablir I'expression du moment cinétique o, du satellite par rapport a O relativement au référentiel

terrestre.
c) Montrer que le moment cinétique est constant et qu’il peut s’écrire sous la forme : g, = m C k ,en
donnant la signification de C.

3. Onposeu = %

du
a) monter que le module de la vitesse peut s’écrire sous la forme : v = C{u2 + (d_H)Z .

b) Calculer I'énergie mécanique du satellite, en déduire I'équation différentielle du mouvement du satellite.

4. Déterminer I'’équation du mouvement en précisant I'excentricité e et le parameétre P. Dans quelle condition
les orbites décrites par le satellite reste fermée.
5. Montrer que si la trajectoire est circulaire le mouvement est alors uniforme.

Exercice 2 : mouvement d’oscillations

Un cylindre de masse m, de rayon a et de hauteur b est suspendu a un point fixe par un ressort de constante de
rappel (constante de raideur) k. le cylindre est partiellement immergé dans I'eau, de masse volumique p. Dans la
position d’équilibre, il estimmergé a mi-hauteur. A I'instant t = Os, on I'immerge jusqu’aux % de sa hauteur, puis on
le lache sans vitesse initiale. L’eau exerce une force de frottement proportionnelle a la vitesse, de coefficient a. On
suppose que le frottement est faible pour que le mouvement soit pseudopériodique.

a) Déterminer I'équation du mouvement du cylindre en comptant son déplacement z a partir de sa position
d’équilibre (on suppose que le mouvement reste vertical)

b) Déterminer la pseudo-période des oscillations.



Exercice 3 : chocs entre deux particules

I-  Considérons un systeme S formé de deux particules A et B de masses respectives m, et m, et de centre de
masse G. le référentiel du laboratoire R, (O, x, y, z) est supposé Galiléen et les axes Gx', Gy', Gz' du

référentiel du centre de masse R; (G, X', y',z") sont respectivement paralleles a ceuxde R . Les vitesses de A

et B, par rapport @ R,, sont V(A/R,) et V(B/R,).

1. Quelle est la position du point G par rapport au référentiel R, ?

2. Calculer le vecteur quantité de mouvement total Pg du systeme dans R, et dans R, .
3. Donner I'expression de la force extérieure agissant sur le systeme S. Que se passe-t-il si S est isolé ?

[I- Soit un point M, de masse m, animé juste avant le choc d’une vitesse V, . Soit un point M, de masse m, au
repos. Le choc est supposé pratiquement élastique. Apres le choc les vitesses de M, et M, sont
respectivement V,' et V,' et font des angles ¢, et o, avec la direction de V, . Calculer v," en fonction de Vv, ,
m, m, et a,.

lll- Soient deux particules M, et M, de masses identiques m. Soit dans le référentiel barycentrique S I'angle de
I31'G avec |51G‘ Soit dans le référentiel Galiléen R,supposé lié a la terre (référentiel du laboratoire) V =V, la
vitesse de M, avant le choc et supposons M, immobile par rapport au référentiel du laboratoire. Soient V," et
V,' lesvitessesde M, et M, par rapport au référentiel du laboratoire. On pose 0:(\7,\71') et (p:(\7,\72').

1. Calculer v;'et v," enfonction Vv et S.
2. En utilisant la conservation de la quantité de mouvement par rapport a R, exprimer 6 et en fonction de /3.

IV- Considérons un choc élastique entre deux particules A et B de masses respectives m, et m; . Soient
R, (O, X, Y, z) référentiel du laboratoire supposé Galiléen , et R; (G, x', y',z") le référentiel du centre de masse

dont les axes sont paralleles a ceux de R . Les vitesses de A et B avant le choc dans R, et R sont
respectivement V(A/R,) ,V(B/R,) et V(A/R;) ,V(B/R,) tandis qu'aprés le choc elles sont V'(A/R,) ,
V'(B/R,) et V'(A/R,) ,V'(B/Ry).

1. Calculer lavitesse \7(G / R,) du centre de masse G. Montrer que le mouvement de G n’est pas modifié par le
choc.
2. Déterminer les vitesses \/ (A/ Rs) V(B/ Rs) en fonction de la masse réduite u des deux particules et de la

vitesse relative V de B par rapport a A.

3. Démontrer que dans le référentiel du centre de masse le module des vitesses de A et B reste inchangé apres
le choc.

4. Relativement au référentiel R la particule A est déviée dans la direction caractérisée par €, faisant un angle

0 avec la direction de la vitesse initiale V(A/R,). Trouver les expressions des vecteurs vitesses apres le
choc dans le référentiel du laboratoire.



