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Série N°2

Exercice N°1 : Segment de droite uniformément chargé avec la densité linéique

Soit un segment AB uniformément chargé avec une densité linéique

A>0. _: M(a)
A
On désigne par O le milieu du segment AB. Calculer le champ £ crée / AN
par cette distribution en tout point M sur une distance a de la /N
médiatrice de AB et en un point M appartenant au segment AB. / — o\
x /'/ T f \..... X
------ >
A 0 B

Correction de I’exercice N°1

1) Le point M est sur la médiatrice de AB

Considérons les points A et B sur I'axe x’x tel que l'origine O soit le milieu de AB (figure ci dessous).
Deux éléments de charges dq: et dqz, centrés en deux points P1 et P2 symétriques par rapport a O,
créent en M des champs électrostatiques élémentaires respectivement dET et dE. La résultante de
ces champs est portée par la médiatrice (OM), par exemple I'axe y'y de vecteur J .

A d 0O B
Le champ électrostatique E créé par I’ensemble de la charge portée par le segment AB est donc, par
raison de symétrie, dirigé suivant 1’axe des y. Soit,

-

= dq Pl.lj _ Adx u

1= = —
W fpad o Jead

< i 1 gx s
E= . -COS ]
o g pe—pi?
41, “* pag
Si on choisit a comme variable d’intégration, on aura:
= A ~a@ COS -
E= f = (‘/(1_}
4I1g, 9% a
X

avec. 1ga = —
a

dataelouardi.com Prof. El mokhtar EI Ouardi



https://www.google.com/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=1&cad=rja&uact=8&ved=0ahUKEwjHnNH33cLSAhXEyRQKHdtiANsQFggaMAA&url=http%3A%2F%2Fcuam.uiz.ac.ma%2F&usg=AFQjCNHeWCK4PkTNLnlYUbz8_mHyo4koQQ&sig2=tHFHwN6iHILkGsu82CvRRw

Filiere SMPC - Année Universitaire 2017/2018 Electricité Campus Universitaire Ait Melloul

> 7

dx =a(l+te"a@)da = — 9 da
cos” o
1 _cos’«
”P.-‘\j " a
Pourx=-L. aa=—ag,etpourx=+L. ¢ = &,
Soit.
E=———sing,j= _ _
2lIgya 2I1gga 12 + g2
Cas limite

+ Sile point M est trés éloigné de I'origine O (a >>L),ona:

sin@y =———=¢, = —
[ ol
AL+ a” a
et done.
i 2 AL .
=———J
7
2lIeya”

C’est le champ équivalent a celui créé en M par une charge Q = 2AL concentrée en O.

4 Sile point M est trés proche du segment (L >>a),ona:

T
2o —> —
eT
~ 7
2llsger -

C’est le champ équivalent a celui créé en M par un fil de longueur infinie uniformément chargé.

2) Le point M appartient a (AB)

Un élément de charge dgq = Adx centré en P crée en M un champ élémentaire dE porté par v (figure
ci-dessous) :

X =0 P(x) M@) dE
------0 fo— e e e e = = -
A O dx B
—~  dg PM  Adx i p dx -
.E'l = y — = N — > = y — i
Mg, HPJMH 4I1g, HP‘MH e, (a—x)
s ] L - L s+L— —X)" |‘.
Z__* j+ dx o A J+ d(a ?Jf: A 14[ _;
Alle, *L{a—x) Alley "L (a—x)° 2Mley (@™ — L")
soit,
;:' _ A L .

—3 3!
2l1g, (@™ —L7)

Cas limite

# Sile point M est trés éloigné du segment [AB] (a >>L),ona:
3 »
- 2AL i
E=——"—"

Allg,a”

Exercice N°2 : Répartition linéique de charges non uniforme

Un fil de section négligeable en forme d’'un cercle de centre O et de rayon

R placé dans le plan xOy, porte une charge électrique répartie avec une

densité linéique A : 4 = Apsinf ou Ao est une constante positive et

0= (ﬁ, O—ﬁ), P étant un point quelconque du cercle.

> \
Calculons les composantes de la force F exercée sur une charge N
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ponctuelle qo ( > 0), placée en O, par 'ensemble de la charge portée par le cercle.
Correction de I'exercice N°2

La charge est répartie positivement sur le demi-cercle supérieur (y > 0) et négativement

sur le demi-cercle inférieur (y < 0) (figure ci-dessous), avec des valeurs maximale et

.. . 3
minimale respectivement en 6 = get 0 = 7”

Un élément de charge dq = Ao sin® dl (avec dl = R d6) , porté par un élément de longueur dl
centré en un point moyen P, exerce sur la charge qo placée en O une force électrostatique
élémentaire donnée par :

F: q.dqg PO
411g,

5
3

PO

avec. HEH =R
Les deux composantes de la force F, portées par 7 et j (figure 5) s’écrivent :
dF, = —HHFHCGS gi

cosﬁj

et dFy =—|dF

Dans ce cas le signe (-) corresponda 0 < 6 < %

Par intégration, on obtient :

- -I- 2 -:. 2 .' 2 -. EH
HF.‘{ =M| " sin 6 cos arg = Lol fngm Her:M —lcoﬂﬁ =0

ATI&,R AMe,RP 2 8I1g,R| 2 .
— Goty [T . > Qoiy 1—cos2f do /g I b Qo
HFIH:—J sin” &6 = J de = f—-—sin20| -2

411, R0 4I1g,R -0 2 8llg R 2 " 411 R
Soit

F=F,=Joh ;
8lle, R

La force totale exercée sur qo en O par l'ensemble de la charge portée par le cercle est dirigée
suivant (— j) (figure ci-dessous). Elle est répulsive d’'un co6té (0 < 6 < m ), attractive de l'autre
(m £ 60< 2m).
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Exercice N°3 : Boucle circulaire portant une charge linéique uniforme
Soit une boucle circulaire de centre O, de rayon R, uniformément
chargée avec une densité linéique A = Ao. Calculer le champ E crée par cette

distribution de charges, en un point M de I'axe z'z de la boucle :
1- A partir du potentiel électrostatique
2- Directement

Correction de I’exercice N°3

1- Calcul du champ électrostatique a partir du potentiel

Le potentiel dV(M) créé en un point M(0, O, z) par la charge dg = A dl portée par un élément dl de la
boucle entourant P (figure ci-dessous) est :

Lacharge dqg = A,dl = A, RdO crée en M le potentiel V(M)_ :
avy=—3___ 4o _dl
AT1e, PMH Alle, PMH

dﬁi\h z
M

avec,

dl = Rd@ et

PM‘ =(R? +27)"
Le potentiel V(M) est obtenu par intégration sur le contour C de la boucle :

. i R 2
V(M) =§ dv (M) = o _[Mae
Jc AMle, (R* +z7)2 0

Ce qui donne :
Ao R
2 2
26,(R"+z27)
Le champ E(M) est déduit du potentiel par dérivation :

V(M) = —=V(0.0.2) =(0.0.-2)
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W AR F(00.2)=—F(0.0-2)
d=z 260(R°+z7) "

b) Calcul direct du champ en un point M(0,0,z)
Examinons d’abord la symétrie du probleme : la distribution présente une symétrie de révolution

EM )=—gradlV (M) =—

autour de z'z. Tout plan contenant I'axe z'z est un plan de symétrie paire de la distribution. Donc le
champ E enun point de I'axe 77 est porté par k:
EM) = E(0,0,2) = E(2)
La charge dgq =Ao d/ =Xo RdB crée en M le champ dE :
JE = dq PM’ﬂ _ Ay RdB Pﬂ{ _EF
ey \ppgl” & |y

Le champ E(M) étant porté par k, seule la composante dE, est a considérer :

. s 1 Rdﬁ' T'_:- 1 Rd{? ) __l 1/2 <o -
dE::dE:_;’;:/[" PMEk 4 (R*+z7) " cosex

Y, 232 7, 2 32 aveC, COSa=-—
Aleg, (R +z7) 411g, (R°+2z7) (R*+z7)
. g=I1 . /: R' .
E(M)=|dE.k = L k

o 201, (R + %)

Exercice N°4 : Boucle circulaire portant une chargée non uniforme

On considere a nouveau la boucle circulaire de centre O, de rayon R, cette fois chargée avec une
densité linéique de charge A : A(P) = 1y, sinfou 6 = (Eé, W).

Déterminer le potentiel et le champ électrostatique crées par cette répartition de charges en tout
point M de I'axe de la boucle.

Correction de I'exercice N°4

1- Calcul du potentiel
Le potentiel V(M) en un point M de I'axe 7'z de la boucle :

= (AysinB)RdO
van=|, Mgy (R:+:27)7

Le potentiel V(M) = V(0,0,z) en tout point de 'axe z'z est constant et a une valeur nulle. D’aprés

larelation = — E.d7, on en déduit que le champ E(M) estnormal a 'axe 77
2- Champ électrostatique crée par la boucle

Le plan (ﬁ,@ ) passant par 'axe 7'z de la boucle est un plan de symétrie impaire (figure ci-
dessous) :

P

v
AP = —A(P)

Le champ E(M) = E(0,0,z) est normal a ce plan: EM) = E( z)j

Le champ dE(M) créé par la charge dq = A sinf dl entourant le point P (figure ci-dessous) est :
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AsmOdl ——

dE(M) = ——_PM
|Pr

41e,

Calculons la composante dE y(M) :
PM.j=(—Rur+zk).j=—Rsin6

5

Eon=—f— R g =—— LR
Mgy (R"+z7) ~ -0 4, (R +z7)
E(M)=— A oR” j=E(0.0.2) = E(0,0.-2)
) 4g,(R* +27)° o T
3 Remarque

Le plan xOy est un plan de symétrie (plan ou se trouve la boucle chargée). Nous avons obtenu,
comme on s’y attend, que le potentiel en M, V(M) = V(0,0,z) est égal au potentiel en M'(0,0,-z)
symétrique de M par rapport au plan (xOy) (figure ci-dessous).

(a) I E(M) (b)
M EMT 1M
SR
X X 1
M’ E(M")y<+—1b
1 E(M")
Quant au champ électrostatique, on obtient bien :
* E(M) = —E(M") quant le champ est normal au plan de symétrie (figure ci-dessus a).

*E(M) = E(M") quant le champ est paralléle au plan de symétrie (figure ci-dessus-b).

Exercice N°5 : Disque uniformément chargé avec la densité superficielle uniforme

412

Soit un disque de centre O, de rayon R, uniformément chargé
avec une densité surfacique de charge ¢ > 0. Calculer le champ E

créé par cette distribution de charges en un point M de 'axe z'z du
disque:

1- A partir du potentiel électrostatique

2- directement
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Correction de I'exercice N°5

a) Calcul du champ électrostatique a partir du potentiel

Le potentiel dV(M) crée en un point M(0,0,z) par la charge dq = o dS entourant le point P (figure
ci-dessus) est :

La charge dq = o dS crée en M le potentiel V(M) s’écrit :

/ cdS
avMy=—"Ad -
ATle, ‘ PM H ATT ED‘ PMH

[

avec. dS =rdrd@ et ‘

ﬁ” =(?+2h)Y
Ce qui donne :

o rdrdé
ATlg, (P> + 22"

Le potentiel V(M) est obtenu par intégration sur la surface du disque :

dV (M) =

V(M) =

rdrd6  © [“IE_'__JJI_.-}];.:R
HED sod o (RP+29)Y7 2¢, IR

v()= [(R + 22 —|o]=7(0.0.2) = 7 (0.0.~2)
=0

Le champ E (M) est déduit du potentiel par dérivation :

E(M'J =—gradV (M) = —%R

Ainsi,

EQM)=——| = ——— [k =E(0.0.2) =—E(0.0.-2)
2¢, H VRS +zZ7

¢) Calcul direct du champ en un point M(0,0,z)
Examinons d’abord la symétrie du probleme : la distribution présente une symétrie de révolution

autour de z'z . Tout plan contenant I'axe z'z est un plan de symétrie paire de la distribution. Donc le

champ Fen un point M de I'axe 77 est porté par k:

E(M) = E(0,0,z) = E(2) k
Un élément de charge dq = 0dS, centré en P (figure ci-dessus), crée en un point M de 'axe du
disque un champ élémentaire dE donné par:

dataelouardi.com Prof. El mokhtar EI Ouardi


https://www.google.com/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=1&cad=rja&uact=8&ved=0ahUKEwjHnNH33cLSAhXEyRQKHdtiANsQFggaMAA&url=http%3A%2F%2Fcuam.uiz.ac.ma%2F&usg=AFQjCNHeWCK4PkTNLnlYUbz8_mHyo4koQQ&sig2=tHFHwN6iHILkGsu82CvRRw

Campus Universitaire Ait Melloul

Filiere SMPC - Année Universitaire 2017/2018 Electricité
- d\ PM
E=—4 =
1% [pas
—_ a5 ~_ PM
dS = pdpdé . HPM’H =3P+ tu= el
||

Le disque chargé présente une symétrie de révolution autour de son axe, par exemple I'axe 7'z, le

o pdpd8 -
Mg, (P> +27%)

champ est alors porté par cet axe. On a:

dE =

avec, p variable radiale cylindrique
E=_9 jj pPAPAE <o
ATde, 795 (p? + %) o
T J-J od pd 8 z o
ATlg, 775 (p* +z7) Ny )
~R -2 .
Y pdp (" aeyu

= 4HED ~Jo (pz +:2:}3-'l1

o |z z -
=—| = —— — 1z
2¢& |:| ANRT+ =7
soit.
EM)y=-2|Z ____ = __|.i.
2&, |—_ WRET 4+ 22
A E

O Z
a
2&,
Loin du disque (z grand), le champ s’affaiblit (figure 14).

Cas limites
« Sile point M est tres éloigné du disque, c’est adire: |z| >> R, on aura alors:

Emy=-2| = SIC I
T2 || a+rT/2HYE|C
- U R’ -
- 2&, |:| |:1 « 2:1) "
2 olIR?> =z -

C’est I'expression du champ créé en M par une charge Q = olIR? placée en O.
« Sile point M est tres proche du disque, c’est a dire |z] << R,onaura:

Prof. El mokhtar EI Ouardi
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—_— {T T =
EM)z ——u:

"j - -
2£, ||
C’est I'expression du champ créé en M par un plan (infini) uniformément chargé :
o - . .
S U du coté des z positits
— 2 EU
E=
o - . e
- U du coté des z négatifs
. =&
Conséquence
Ala traversée du disque, le champ normal au disque subit une discontinuité égale a :
a
JE':}IIJ o £:<:D -
&p

Ce résultat est valable pour n'importe quelle distribution de charges en surface, uniforme ou non :
si o est la densité locale d'une distribution surfacique quelconque de charges, il y a en ce point un

changement brutal (discontinuité égale a % ) de la composante du champ électrostatique
perpendiculaire a la surface.

Exercice N°6 : Cylindre uniformément chargé en surface latérale avec une densité superficielle

uniforme

On considere un cylindre d’axe z'z et tel que 'origine
O soit confondu avec son centre. Ce cylindre est
uniformément chargé sur sa surface latérale avec une
densité superficielle uniforme o > 0. Calculer le champ
électrostatique en un point M de I'axe du cylindre. 2

9

o>

Correction de I'exercice N°6

Un élément de charge dq porté par un élément de surface
Sp = RdOdzp, centré en P de cote zp

h h . . .
(—5 <z, < 5), crée en M un champ électrostatique

2
élémentaire dE s’écrivant (figure ci-dessus) :

| =

—  odSp PM oR dzpd & -
d-E = E] = 2 2 u Zp
4l1e, ||P1M|| 4ley, (R™+(z—zp)7)
PM
avec, ¥ = j—r
7]

1o | =

La symétrie de révolution par rapport a I'axe z'z impose que le

champ E soit porté par cet axe : z
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— Iz nd & —-
dE:-(M)= = o i —— COS O -
Mley, (R +(=—zZp)7)
R (z—zp)dzpd &
= 5 U=z
Alle, (R? +(z —zp)?)*"?
— oR +h/2 ZF—Zg) ~2T1 —
E(AM) = j = ( P),? 575 (.-‘:P(I d &)ie -
Alle, " "2 (R +(z—zp)" )"~ -0
s z— z -
_ aR + - _ (— —P} —— (‘;—_P'”:
28 NIRRT+ (z—zZp)" )7
+hi2
ol 1 —
- P e i 2 2 ez
“Eo | R +(z—zp)" Chn
soit.

oR 1 B 1 -
260 | JRP+(z—0/2)° JRP+(z+h/2)? |

E(M) =

Cas limites
e Si le point M est trés éloigné du cylindre ( |z| >> h,|z] >> R ), le champ E sera

approximativement donné par:

— R 1 1 -
E)y =2 _— : -
28| R*+2*(A—hiz) R*+zZ*(A+h/2)
r L -1/2
R? | -

N L

ocR | h R? B RET

= 1+————-1+—+
25,}|:|_ 2z 2=z° z 2z

C’est le champ équivalent a celui créé en M par une charge Q = ¢ 2mRh concentrée en O.
e Si le point M est au centre géométrique O du cylindre (z = 0), ou encore si le cylindre est

infiniment long (h >> z), E = 0. Ce résultat est prévisible d’apres la symétrie, par rapport a ce
point, présenté par le cylindre chargé.
Exercice N°7 : Sphére uniformément chargée en surface

Soit une sphere de centre O, de rayon R et
uniformément chargée en surface avec la densité
superficielle o (o > 0). Choisissons le systeme d’axes
(Oxyz) tel que 'axe Oz soit confondu avec (OM). Calculer
le champ électrostatique en un point M de I'axe Oz.

Correction de I'exercice N°7
Dans ce cas, deux ¢éléments de charges dq et dq’ symétriques par rapport a I’axe z’z créent en M deux
champs élémentaires dont la résultante est portée par cet axe (figure ci-dessus) : E = E,k.
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»
l‘ Y
d. - R sin 64 6d
dE. =dEcos F = gcos f 5 = ot sm ;pcos,ﬁ
ATT g—:c,| PM ATl e, | PAM
d’autre part.
|Pﬂ{ =z?4+R?—-2Rzcos@
RY =22 +HPM ) —2:|PM||cosa
oR2I1( . » 5. (T sin 846 oI sin 646 )
= —| (" —R )_[ 3 3 32 +| 3 2 - o172
8Ile,z | 0 (z+R”—2Rzcosd) 0 {(z"+R° —2Rzcosf) ")
ona:
. I p
J-H sin &7 & _ 1 1 _ 1 ‘ 11 |
0 (z? +R* —2Rzcos@)’"? Rz| (z? +R? —2Rzcos8)"? |, Rz |:-I—R| |:—R|

jn sin &7 6 !
0 (z? +R* —2Rzcos)Y? Rz

Il résulte que :

[(:2 +R*—2R-cos 5)1"3]1[? = RL{(: +R)— |: — R|]|

E,. = JRjI:__R_—:__R_+:+R—|:—R|.‘
Ag4z" |:—R| I+ R
2 2 ™
= D-Rj - R +2R—|:—R|
g,z | |z —R| )

e Si M esta l'intérieur de la sphere (z<R) :E;:=0
. T N R?
e Si M est a 'extérieur de la sphere (z>R) : E, = :Zz
0
On constate que le champ £ est nul a 'intérieur de la sphere et qu’il présente une discontinuité
7 NN 7 \ 7 ) 7. \
égale a — a la traversée de la sphere chargée en surface. A I'extérieur de la sphere le champ est

€o
équivalent a celui créé en M par une charge Q = o 4mR? concentrée en O.
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Calcul du champ et du potentiel électrostatique crées par une distribution continue de
charges a partir du théoreme de Gauss

Exercice N°8 : Nappe chargée uniformément en surface

Soit un plan uniformément avec une densité surfacique o > 0 (nappe chargée) de dimension
infinie et contenue dans le plan xOy. Calculer le champ électrostatique puis le potentiel en tout
point de I’espace.

Correction de I'exercice N°8

a) Variable dont dépend E et sa direction

La nappe chargée en surface est contenue dans le plan (xOy) comme le montre la figure 1.

a z
M
J’ D ".
(o= 0) —2>¢— Y
s
X

* La plan chargé est invariant par translations suivant Ox et Oy. Le systeme des coordonnées le plus
adapté au calcul de E estle systéme cartésien de base (7,7, E). Le champ E est indépendant de x et
y:E(M) = E(x Y,2) = E(2).

* Le plan I1; = (M, ], k) passant par M et perpendiculaire a (0x) est un psp (plan de symétrie pair.
E € I1; ainsi: E = F+F

*Le plan I, = (M L, k) passant par M et perpendiculaire a (Oy) est un psp (plan de symétrie pair.
E El'lzel'[am51 E = E + E

Ainsi, E € I, N II,

Dol : E=EQ®k

De plus, le plan chargé xOy étant un plan de symétrie paire, le champ E en un point M’ symétrique de
M par rapport a ce plan est :

E(M) = —EM)avec, E(M") = E(—z) = E(—2)ketE(M) = E(z) = E(2) k

Ainsi, E(-2) = —E(2)

b) Calcul du champ électrostatique E(M

Tenant compte de la symétrie de la distribution plane de charge, nous choisissons comme surface
fermée X le parallélépipede droit, dont les génératrices sont normales au plan chargé, fermé par

deux sections droites notées X1 et Xz d'aire S, passant respectivement par M(x, y, z) et par M'(X,y, -z)
le symétrique de M par rapport au plan xOy (figure 2).

A Z z

() E(M) .
4 Fl1
M7 o, M

[

lo 4:— (Zp

L | W (z:>'-;:,1:wl--i @)

—

E(M") 12

Le flux E sortant de la surface latérale Xj du cylindre est nul, car en tout point de X, E. dfl) =0
Le flux sortant de X se réduit au flux sortant de X1 et 23 :
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O = j‘:{é.di = “:E( M).dZ, ~J"[£:(;\[').df:

¢:£cuhhﬂM&+£hn@ﬁnﬂ¢§

Avec. (km)=1: (kn)=-1 et J|d51 = ||‘_/.S-': =S
<D:[£(:)—E(—:_)}S avec E(—z)=—-E(z)
=2E(z)S

La charge a I'intérieure de la surface de Gauss est :
Ou = [[aiS=05
D’apres le théoréme de Gauss :
2E()s =2
€9
D’ou le champ E
S J .
e powrz=0:FE=+—1F
2g,
—_— O‘ —_—
e powrz<0:E=——Fk
2g,
Ces deux résultats peuvent étre condenses sous Ia forme :

.

E(2)=

—A (z=0)
280 ||

Ce résultat peut étre retrouvé en choisissant comme surface de Gauss X la surface fermée formé par
le cylindre droit, dont les génératrices sont normales au plan chargé, fermé par deux sections droites
d’aire S, passant par M(x, y, z) et par M'(%, y, -z).

Le champ E change de sens a la traversée de la nappe chargée et subit une discontinuité égale a z

€o
(figure 3).

4 E@
o
2&,
>
O
o
2&,

En réalité, il n’existe pas de distribution plane de dimensions infinies. Cependant, la distribution
plane est considérée comme infinie si on ne considere que des points placés loin des bords de la
distribution, c’est a dire des points dont la distance a la surface chargée est petite par rapport aux
dimensions de celle-ci.

c) Calcul du potentiel électrostatique V(M)

En choisissant 'origine des potentiels dans le planxOy:V (z = 0) = 0
tv@
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V(z)= Io dV = —'0 Edl avec. dl =d-k
- g -, (e}
Pourz>0:V(z)==—)| dz=~ z
'55 J0 2
- 0 -L—O
e (o2 (2
Pourz<0:V(z)=+ ' dz =+ s
Yo 40 e
-uo -bo
Soit.
g
V(z)=- ‘:l
2&,

A la traversée du plan charge, le potentiel y est continu (figure 4).
Exercice N°9 : Cylindre chargé uniformément en surface

Soit un cylindre (C) d’axe z'z, de rayon R, de longueur infinie, uniformément chargé avec une
densité surfacique de charge o > 0. Calculer le champ électrostatique puis le potentiel en tout point
de l'espace.

Correction de I’exercice N°9

a) Variable dont dépend E et sa direction

* Le cylindre chargé a un axe de révolution Oz (figure 5). Le systéme de coordonnées le plus adapté
est le systéme cylindrique de base (u,,uy,u;). Cette distribution de charge est invariante par
translation suivant Oz et par rotation d’angle 08 autour de Oz.

E(M) = E(r,0,2z) = E(r)
*Le planIl; = (M, w, ,u,)passant par M et I'axe (0z) est un psp (plan de symétrie pair.
E EHlainsi:E = E_r) + EZ)
* Le plan I, = (M,u, ,uy) passant par M et perpendiculaire a (0z) est un psp (plan de symétrie
pair.E € Il ainsi: E = E + ET;
Ainsi, E €I, n 11,
D’ou, le champ est radial :

PN - —
D'ou: E=Emru,
A%
e I
(G0 0) T
(C) >
Uz o
Thal Uo
/ 9’/ | F
s o
X '-,-_>__>."
: - A :x

Le systeme possede une symétrie de révolution par rapport a l'axe 7z z et de translation
parallelement a cet axe : le champ £en un point M situé a la distance r de I'axe est donc de la forme :

E(M) = E()u;
a) Calcul du champ électrostatique E(M
La surface fermée X que nous choisissons pour calculer le flux de £ est une surface de méme type

que la surface chargée constitué d'un cylindre d’axe z'z, de rayon r, de hauteur h (figure 6).
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F
TR
S
(G = 0)
(@]
o] T -
.—*_ i ____._--,‘ - -
T i ™ w0 =i
h = (ZD
My T -
R _—-D _.______EM E
i ;-__________E_E:]__ ____r
(Z2) | i -
=" Fl2
C I\H"“—‘—————>:

5
Le flux de E a travers la surface de Gauss s’écrit :

@ =qbEAIS avec. dXi = 1d@d=u, et dZi = d21 = rdrdOk,

i

O=\| Edsi+ || EdZ, + | | EdZs

Le fluxde E = E (r)u, a travers les surfaces planes 21 et X2 étant nul (en tout point de ces surfaces,
onaE(r) L njetE(r) L ny).Le flux sortant de X se réduit a :

@ Z'[J:(E{r);;-j.dfz avec. dXi = rd@d-u,

avec, X1 : surface latérale de £
Puisque E(r) et r sont des constantes, on a:

M wh
D = E(r'}rJ‘ (.THJ‘(?’: = 2IIrhE(r)
0 e

Le théoréme de Gauss s’écrit :
.0,
¢ =2IIrhE(r) =2
)
* Si M est extérieur au cylindre chargé (C) : r > R
La charge a l'intérieur du cylindre X de rayonr > R:

Ow = J‘J‘G(IS avec, dS = Rdéd:
S
Puisque o est uniforme, on a :

2N "
Op = aRJd@jd: =2[IRho
0 0 (surface latérale * o)

Le théoréme de Gauss s’écrit donc:

¢ =2IIrhE(r) = L21’1Rlzc7

€9
En simplifiant par (2 m h), la norme du champ électrostatique E(r) :
OR 1
E(" > R’ e at——
Eo I

Par raison de symétrie, on sait que E (M) est porté par u,.. On obtient finalement :
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. C’-QR Uy

7 (3-19)

E.(r » R)

* Si M est intérieur au cylindre chargé (C) : r<R
Dans ce cas, la charge a I'intérieur du cylindre Z de rayon r < R étant nulle,

@nt =0
Il s’ensuit, d’apres le théoreme de Gauss, que la norme du champ est nulle : E(r) =0

Ce qui conduita: E(r <R) =0
Le champ E normal 4 la surface chargée, subit une discontinuité égale a g, /¢, (figure 7).

E(r) 4
G __________
Ey l
' >
0 R r

b) Calcul du potentiel électrostatique V(M)
V(r)= —j Edl avec, dIl =dru,

D’ou:

V(r)=—[ E()dr
*Si M est a I'extérieur du cylindre : r = R
: oR ¢ dr oR
Vir)= ——J — =——>Logr +cste
£,° 7 £
Dans le cas d'une distribution surfacique portée par le cylindre infiniment long, on prendra I'origine

des potentiels, a une distance finie ro de 'axe du cylindre (par exemple r0 > R ; V(ro) = 0)

0

Vir=r,)= —J—Riogro +este=10
0

oR
cste = — Logr,
€p
OR 7,
V(irzR)=—Log-2
EG ]I

*Si M estal'intérieur du cylindre: r <R
V(r <) =cste
La constante est déterminée par continuité du potentiel enr = R:

R Ty
VirzR) _o=V(r=R),_, =—_»Log—
( Jr=R ( Jr=R EU = R

Exercice N°10 : Sphére chargée uniformément en surface

On considere une sphere (S) de centre O et de rayon R, chargée en surface de densité surfacique
de charge o uniforme. Calculer le champ électrostatique puis le potentiel en tout point de I’espace.

Correction de I’exercice N°10

a) Variable dont dépend E et sa direction

* La spheére chargée est invariante par double rotation I'une d’angle 8 autour de u, et I'autre d’angle
¢ autour de U, : on dit que la sphere a le point O comme centre de symétrie (figure 8). Le systeme
de coordonnées le plus adapté est le systeme sphériques de base (uy, Ug , Ug).
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EM) = E(r,0,9) = E(r) Az
* Le plan méridien ITI; = (M,u;,ug) est un psp (plan de
symétrie pair. E € I1; ainsi :

E=E +E,

* Le plan I, =(M,u;,ug) passant par M et
perpendiculaire a (Oz) est un psp (plan de symétrie pair.
E e Hzainsi:ﬁ = ﬁ + E—g)
Ainsi, E € I, n I,

D’ou, le champ est radial : E=EMu
- oM
avec My = 5——
Oi'l«f‘

Le champ E créé par cette distribution a symétrie sphérique, en un point M est porté par le vecteur
U, et ne dépend que de la variable d’espace = ||0M|| .

b) Calcul du champ électrostatique E( M)

La surface fermée X que nous choisissons pour calculer le flux de E estune sphere de centre O, de
rayon r : surface de méme type que la surface chargée (figure 9). Le flux de E atravers X est donné

par:® = ¢ E.d%

dx

Avec,
EMY=E(uretdi=diur= -’ sin@dé dou,

Le champ Eest en tout point de T porté par la normale « sortante » U, et sa norme est constante en
tout point de X.

, PIT . 211 ) n
D= E(l')i"JO sin (%IHJO do = ZHE(I‘)I"[— cos (9]0

=4I E(r)
Le théoréme de Gauss s’écrit :

@ =4I E() = O
€o
La charge a l'intérieur de la surface de Gauss X dépend de la position de M. Deux cas peuvent étre
distingués : M est extérieur a la sphere chargé (S) ou M est intérieur a (S).
* M est extérieura (S) :r >R
La charge a l'intérieur de la sphére X de rayonr > R est :

Ois = IIG(/S avec. dS = R* sin &l &g
A

Puisque o est uniforme, on a:
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n 2n
' X CTR‘\‘J.\in(%"/HJ';/@ = 4I1R o
(]

=t
4]

(surface d'une spheére * o)
Le théoréme de Gauss s’écrit donc :

DO =4Il "E(;*) :M
0
En simplifiant par (4m), la norme du champ s’écrit :

cR?® 1

E(r>R)=

- 2
Eo 7

Par raison de symétrie, le champ E(M) est porté par u, . On obtient finalement :

R |
g L (3-14)

stonpose: 0= J‘j odS =4MR’c

— — 7 -v
EM)=E(r>R)y=—2_.1
Hlg, -
Le champ est identique au champ créé en M par une charge ponctuelle égale a la charge totale de la
spheére, Q concentrée en O.

* M estintérieura (S) : r<R

E::L\l): F(r >R)=

Dans ce cas, la charge a I'intérieur de la sphere de rayon r < R est nulle : Qint=0
Le théoreme de Gauss conduita: & = 4nr?E(r) = 0

Ainsi, la norme de champ est nulle : E(r<R)=0

Ce qui implique que : E(r < R) = 0

Le champ électrostatique E(r) subit a la traversée de la surface chargée une discontinuité égale a 0
o /&, (figure 10).
E@) 4

c) Calcul du potentiel électrostatique V(M) E = E (MNu, = —gradV (M)
- - —_— = —_— dV
Ce qui donne en projetantsuru,: £ = E.u, = — —

dar
Do, V(M) = —[ E(r)dr
* M est extérieura (S) :r >R
2
Le potentiel en M est : VM) = —[ E(r)dr = % + cste
0

En choisissant 'origine des potentiels a I'infini (V (r = o) = 0), on obtient:

Le potentiel est identique au potentiel créé en M par une charge ponctuelle égale a la charge totale
de la sphere, Q.

* M estintérieura (S):r <R

Le champ en tout point intérieur a S est nul ; le potentiel est donc constant: V (r < R) = cste

Pour déterminer la constante nous pouvons utiliser la continuité du potentiel pourr =R:
oR

Vir < R)y=g = V(r = R)y=r = g_

0

Nous pouvons retrouver cette constante en écrivant : Vir < R) =V(@r=0)
avec, V(r=0) est le potentiel au centre O de la sphéere S obtenu a partir d'un calcul direct suivant la
. d =
relation : dV = — avec r = ||PM|| =R:
4TTEYT
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1 odS oR
Vir < R)=V(r=0)=dV = ff—:—
Amey Jlg & o

Alors que le champ est discontinu a la traversée de la charge (figure 10), le potentiel électrostatique

est continu (figure 11).
V’(l') A

»
»>

o R ;

Exercice N°11 : Sphére chargée uniformément en volume

On considere une sphere (S) de centre O et de rayon R, chargée en surface de densité volumique
de charge p uniforme. Calculer le champ électrostatique puis le potentiel en tout point de I'espace.

Correction de I’exercice N°11
a) Variable dont dépend E et sa direction
Les mémes considérations de symétrie évoquées précédemment suggerent que :
E(M) = E(N;
b) Calcul du champ électrostatique E (M)
Pour une spheére fermé Z de centre O et de rayon r, le flux sortant est :

D= ffﬁ'di avec. d< =17 sin @&l

Puisque la norme du champ est constant, le théoréeme de Gauss s’écrit :

2 O
O =4I1r"E(r)=="
&
* M est extérieura (S):r> R

La charge volumique a I’intérieur d’une sphére de rayon r > R est donnée par :

o =J-J..[p(/r avec. dr = R>drsin &6d ¢

R en m 4
o= pR“J-(/rJ‘sin HJ'(/W =—IIR"p
0 0 0 o

Le théoréme de Gauss donne :
p l 4 3
® =4I’ E(r) = ——TIR?p

(":0 >
En simplifiant par (4r), ona:
R 1
E(r)y="—"——
3&Ey F*
Le champ électrostatique est porté par u; etona:
- - > R" _., O _.,
EM)=E(r=zR)y=20" 4 © M
3, »* 4Allg, r-

* Mest intérieura (S): r< R
La charge volumique a I’intérieur d’une sphére de rayon r > R est donnée par :

Q= jjfp(/.‘ avec. dr = 7 drsin 6464
R n 2 4

O = pJ-r“('/)'J‘ﬂn HJ‘('/(,) =—IL3p
o o 0 3

Le théoréme de Gauss donne :
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) L S
O =4Ilr"E(r)=——IIr"p

Eo 3
En simplifiant par (4nr?),ona:
)
E(r)= f !

Le champ électrostatique est porté par u, etona:

— - 3 - -

EM)=E(r<R)= E vty = —T U

3&, 4Ile, R’

Remarquons que pour r > R, le champ est le méme que si la charge 3 3 Q = p%nR3 était

concentrée au centre de la sphere O (figure 12).
c) Calcul du potentiel électrostatique V(M)

V:—Jéd}

r

- e R P - . R*
V(M)=V(@=R)= —J‘Ee.d/’ =—£ I sur.dru, =~

- z_'o  /; 3 ‘_-0,

* M est extérieura (S) :r >R

o0 o

* M estintérieura (S) : r<R

~= 2 3 = = 5
V(.\!)=V(r;R)=—IE,.(//=— £ J.rur.(hur=— L +este
3 3& 2
- 0 0 o~
E@) 4
o R
3 & | 1
= 7 : -~
: r?
(] L4 1

Pour déterminer la constante nous pouvons utiliser la continuité du potentiel pourr=R:

) 5 » IR “
V(r=R)yg =V =R)g =——R =—L—"—+esre
3&, 2E, =

Ce qui donne :

, R ;
cste = £ (RP+—)= E_p2
3¢, 2" 28
d’ou
> 5 ) - o) -
VIM)=V(@ <R =-L"3?+ L R =L 3R -1
6&, 28, 6¢,

Ainsi pour r > R, le champ et le potentiel sont les mémes que si toute la charge Q était concentrée
en O (figure 13).

Y

'] R r
Remarque
Le potentiel pour un point M a I'intérieur a X peut étre également déterminé en écrivant :
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