Faculté polydisciplinaire de Safi Université cadi ayyad

Mecanique quantique — SMC Série complémentaire (2014 — 2015)

Exercice 1. Les operateurs A; (i=1- 6) sont définis comme suite :

A (x) =[w ()] A (x) = xXw(x)
A () = L A (x) = sin (v ()
X
= [Mwi(x - o x =_d:!-*'r"'(x)
Ay (x) = j'n Y (x dx Agr (%) =

1)Lesquels sont linéaires
2)Lesquels sont hermitiques

Exercice 2. Soient A . B . C et D des opérateurs linéaires ; les egalités suivantes sont-elles
toujours vraies :

DA+B=B+A
2JAB=BA
3(A+B)C=(B+A)C
4HIC(A+B)=CA+BC

5)(A +B)(C +D ) =AC +BC +AD +B D.
6)(A+B)(A-B)=A"-B*

Exercice 3. Equations aux valeurs propres. Supposons que : A| .;é} = a| gﬁ}
MMontrez que |;:5} est également vecteur propre des opérateurs
A+ bI er cd +dl

our b. ¢ et d sont des nombre complexes et I est la matrice unite.

Quelles sont les valeurs propres correspondantes

Exercice 4. Considérons l'espace vectoriel a 2D sous tendu par des wvecteurs de base
{|lei=}i=1.2 Soit I’opeérateur A defini par:

Ale1= = |ex> et Aler= = |e1>

Trouver la représentation matriciel de A dans le systéme de base {|e;>}i—12
Exercice 5. Les etats {| qﬁ) . | gsil) | .;.ﬁ-})} constituent une base orthonormee. L'operateur H est

repreésente par la maftrice :

H|d)=1|4) : H| ) =2|dy)+1|ds) : H|¢y)=|¢)+2|d)

';é!} }:-=1:2_3'

1- Calculer les etats propres “T{ = ] et valeurs propres E; de H dans la ba se{|qﬁi >}

Quelle est la matrice qui représente cette operateur dans la base {

3- Determiner les projecteurs associés aux valeurs propres et donner la relation de
fermeture

2- Montrer que { ¥V >} constitue aussi une base orthonormee
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Exercice 6. Soit {|u1}-|zr:}-|u3}} une base canonique d'un espace a trois dimensions. Dans

cette base canonique, la représentation matricielle de ces vecteurs est donc :

_|" 1 \_. _|" 0 ‘._ e D "
|u1)=;0 |1;:}=; 1 |2y =| O
o) o) 1)
. 2, u 2, " BE
On définit : |V}=|le+% et |W}=|£}—|;>+J|J33_>
1) Donner la représentation matricielle de |V> . {V| et |W} .
2) Donner la représentation matricielle de |¢@) = @ + J£| W)
3) Donner la représentation matricielle de |V} (Vl .

Exercice 7- Dénotons par E l'espace vectoriel des états d'un systéme physique. Cet espace est
defini a trois dimensions par la donnee de la base orthonormeée complete {|ju>};—;-3 . Soient

_ 1
u,=+ — ug>
= 2

o

, 1 ) i ~ 1 ) = 1 -
[Fom= —=u=>+ = > + 5 > et ¥ = —=u>-

V2 : 2 V2

a) Déterminer les normes de [V = et ¥ >

i
2

b) Calculer explicitement les opérateurs de projection P, et Py sur les €tats 'V, et [\V1>
respectivement. On demande de représenter ces quantités par des matrices 3x3.

¢) Vérifier que P, et P1 sont des projecteurs sur ‘W= et |'W= respectivement.
Exercice 8: Soit {|U1 ::::-.|U_,_ “;-}une base de l'espace des etats E. Les matrices de Pauli sont

définies par :

1) Quelles sont les valeurs propres et vecteurs propres associé€s a ces opérateurs.

2) Calculer o0, "[J:"D'.a} . {0,.0,}=0,.0,+0,.0, et tr(c,.c,) pour tout i
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Exercice 9: On considére un systéme physique dont l'espace des é&tats qui est a trois

dimensions est rapporté a la base orthonormee formee par les trois kets{|U1 ::::-.|U_, }-.|U3 )]

Dans la base de ces trois vecteurs. pris dans cet ordre. l'opératewr Jx est défini par:

-

0 +1 0
fi

LJF'JYO=\'JrT +1 0 +1
Lo +1 o0

1- Ty est- il hermétique?

2- Calculer ses valeurs propres et ses vecteurs propres dont on donnera une forme
normalisée.

3- Verifier qu’ils sont orthogonaux.

4- Calculer les matrices représentant les projecteurs sur les vecteurs propres. vérifier que
ceux-ci satisfont 4 la relation de fermeture.

5- Reprendre les mémes questions pour l'opérateur J, définie par:

[0 — 0
h ;
J,o=—0=| 1 O i
. |‘2I |
Lo i o)

Exercice 10: Soit {|U1 :>.|U2 :::=-} une base de I'espace des états E et soit M une matrice 2x2 :

2 2 |
M = ‘ 2 ‘
-2 3 )

a) Montrer que M est hermeétique.

b) Quelles sont les valeurs propres et vecteurs propres associes a M.

¢) Déterminer les projecteurs associés aux valeurs propres et donner la relation de
fermeture.
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Mécanique quantique — SMC

Correction de la série complémentaire (2014 — 2015)

Exercice N°1

1) Un opératenr linéaire est, par définition, un &tre mathématique qui, a toute fonction ¥ d’un
certain espace fonctionnel, fait correspondre une et une seule fonction v bien déterminée de
ce merme espace, la correspondance étant linéaire ;

V(z) = Ap(a)
A M (2) + hata(w) | = MAWi(2) + Do ta(a)

Les opérateurs As, As, A4 et Ag cont linéaires.
2) Un opérateur est hermitique s'il satisfait & la relation :
<U|Alp>=<plAlp>" on  <Aplp>=<p|dp>

Les opérateurs A4 et Ag sont hermitiques.

Exercice 2.

1) A+B=B+A toujours vraies
2) AB=BA pas toujours vraies
3) (A+B)C=(B+A)C toujours vraies
4) C(A+B)=CA+BC pas toujours vraies

5) Oui : appliquer la distributivité du premier facteur, puis la distributivité du
second facteur (attention a I’ordre des facteurs !)

(A+B)C+D)=(A+B)C+(A+B)D=AC+BC +AD+BD

Exercice 3. Equations aux valeurs propres. Supposons que : A|4;?5} = al @}

1-
® (A+DD)|@)y=A| @) +DI|g)=a|@)+D| @)= (a+b)|¢)
Donc |gﬁ'} est vecteur propre des opérateurs _4 + 5HJ
® (cA+dD|@y=cd|@)+dl|@)=ca|p)+d|@) = (ca+d)|a)
Donc |¢'} est vecteur propre des opeérateurs c.d + a7

-

* Aun vecteur propre 4+ 5HF correspond la valeur propre (a—+5)

4 Au vecteur propre cd + o7 correspond la valeur propre (ca—+d)
Exercice 5. Les etats {| gsﬂl) ,| 1;352) , | r,fg)} constituent une base orthonormeée. L'opérateur H est

represente par la matrice :
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(a|H|a) (&|H|s) (4|H]|s)
H=| (g |H|a) (&|H|d) (b|H|d)
(& |H|a) (&|H|a) (&|H]|a)

H|h)=1|a) '- H|g) =2|¢,)+1| ) .: H|¢:) =|¢:)+2]¢:)

Calculons les éléements de la matrice

(4| H|a)={(a|(#]|a))={(a|a)=1
(2| H | ) = (2 |(H|A)) = (|} =0

(| H| ) = (& |(H|a)) ={&s|h) =0
(Al H| ) = (Al (H|4)) = (4](2] &) +|4)) = 2(a| ) +(A|4) =0

(| | ) = (2. |(H | 8.)) =(: (2] &) +|8:)) = 2( | &) + (2| &) = 2
(5| H | py) = (&5 |(H | 82)) = (25 |(2| ) +|#5)) = 2{ | 2} + (s | 5) =1
(| 7|8 ) =(a|(|d:)+2[)) =(A|(| &) +[2)) ={A|#) + 2({ar|#) =0

(2| EH | 8) = (2. |(|8.) + 2] 8)) = (. |(| o) + | 265) ) = (. | ) + 2( 2| &) =1

La matrice qui représente cette I’opérateur H dans la base { |¢’:> }__1 L4 -est:

1 0 0)
H=|0 2 1
o 1 2

AU Fas

# Calculons les valeurs propres E; de H
Remarque la valeur 4, =1 est une valeur propre de H correspondant au vecteur propre |¢ﬁl>
car H| ﬁ} = 1| qﬁ} est une eéquation aux valeurs propres.

Donce |F]) =|¢4)

210
On diagonalise la matrice réduite : A" =l 1 o |
T T e s
2—A 1 . ,
|=@-4) -1=0 = A*—44+3=0
1 2— A
La solution est A, =1 er A =3
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“ Calculons les états propres {|K >-} et de H dans la base H;ﬁ; ‘:.=-}

MNous avons donc trouve les trois valeurs propres A4, =1 A, =1 ef Ay, =3
TLa valeur 1 est dégénérée deux fois
- Calculons 1"état propre |JT-’2 = correspondant a la valeur propre A, =1
22— A, 1 ey (O 1 1Y ey [0
[ 1 2—12__,][,8__,] :|0| = L 1,||k_,6,,| =|0|
== o+ G=0 = a=—0
or |af <] =1 = 2|af =1 =|af* =2
end o — L _ 1
On pren a—ﬁ — _,8——3
Done 1) = —=|#) —— =)
- Calculons 17état propre |T/3 > correspondant a la valeur propre A, =3
22— A, 1 ey (0 —1 1LY} [0
) [ 1 2 A, /||\_ﬁ/_.|_|k_0_!.1 e [ 1 —1/,”\_,3/_] _L_o_;j
- = o—0F=0 —= o=
- or |af +|8 =1 =2l =1 =|af =2
1 1
-  On prend o:=? = JB:F
1 1
- Donc |V3} =$|gﬁz}+f|@)
2a
#* les projecteurs associés aux valeurs propres
Pour 4, =1 = B, =|"n)(n|=|4){4]
Powr 22 =1 = B, ~)wl-(Jgle) -l | (g al-—stal]
1 1 1 1
=) (| =S| ) (e =S ) (A ]+ S| 4){(a]
Pour 2,=3 = P, =|B), |=[L|¢,}+L|¢3)H‘| {L(qﬁ,piq@ )
? ST OV SN SRR R U LY SIS
1 1 1 1
=318 |+ Sl ) (& |+ S e N |+ S|4 )4 |
#® larelation de fermeture
3
V)l =m) ]+ |7) (7 |+ ) (7]
i=l
1 1 1 1
= |¢11)(;.f11| +:|¢1><¢1|_E|¢1)<¢3|_:|¢3>(¢2 |+ E|¢3)(¢3|
1 1 1 1
A AR VST R TN
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ST E = ) | o) | )| =1

=1

-1

2- Montrer que | f > comnstitue aussi une base orthonormee

Nous avons montreé gue I|I{ ::=-} vérifie la relation de fermeture

P:‘)=§:'.r'

Exercice 6.

Soit {| (75 } . | :-'12}, |r;3)} une base canonique d’un espace a trois dimensions. Dans cette base

canonique, la représentation matricielle de ces vecteurs est donc :

1 0N 0
|z£1)= 0 |1¢2>= 1 |u3}= o
0 .y 1
s 2 2 7 i REL
Ondequt:|V}=|\;3>+|J22_} er |H’)=|£>—|;}+:|\;§
1)
- Donner la representation matricielle de |V}
NORNRTAS A
() 28 |;>' o s || T
M u o, | U (T FT 1
)= | (a7} |=| | Lo )| = | Sl Jped ||
| {H3|V} _.| | "J_ J_ | “J"E
M, ?}1' {“3|”1> } | | o |
> ) U N2 JE )L
-  Donner la représentation matricielle de {V|
1 b
V= — 0
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-  Donner la representation matricielle de |W} .

( () |un)  |us) ) :
<“1||ql_q” ,,|- 1]
@) e R
|77y =| (u, W).= (u, L2, 0 ‘ =| ——
(s 7)) 21 2\} 2 )| jz
/ \ ]
(o[ l) L) ) ) 7
2) Donner la représentation matricielle de |¢'> = @ +17 £| W>

3) Donner la représentation matricielle de |V> {V| .

Exercice 7- Deénotons par E l'espace vectoriel des etats d'un systéme physique. Cet espace est
defini a trois dimensions par la donnee de la base orthonormee complete {|ju>};—; >3 . Soient

1 i 1 1 1
1) |Wemr= — = u,>=+ = o> + > u,= et V== —[u,> u,= + = u=

i
= - -JE_ ! i E s

a) Déterminer les normes de ['¥,= et |¥>

1
{ |,~fi"1 z e j_r . r_ .
Welver =\ 2 2z =2J| = |72z 3 TaT
1
=
1 Y
=
I 1 r 1 3 1 1 1
nlvo=gz 7 2|~z |~z a3}
1
=)

b) Calculer explicitement les opérateurs de projection P, et Py sur les états |\Wo=
et |'¥1= respectivement. On demande de représenter ces quantites par des matrices 3x3.

(1 S| i 1
NG 2 o2 22
i | 1 1) i 1 i

vl S lF "3 2)7|@ 3 3
[ ] 1 ] 1 _-II 1
L2 | P

]
=
[}
=
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[ T i 1
= >

|L.r_,.r ':}{lll.-'/ |:_ L |' 1 i i"-._ _ i

CreAT 2 W2 2 2) 22
| 1 | 1
L2

v

Université cadi ayyad

b

ﬂh' 'L"-H-H
J ]

ra

'b.|'_‘ IJ
5

c) Werifier que Po et P; sont des projecteurs

Pﬂz =|‘f”'ﬂ>{‘f‘"’u |‘f”ﬂ}{'ﬁ"’u|=|'f"’0>(§yo| =
B2 =y )y vy (v | = v ) (wn | =2

Donc P, et P; sont des projecteurs

Exercice 8: Soit {|U’1 >,

definies par :

_|{"O 17
L1 o)

3 o

0
/ | z

4 Pour 'operateur o

sur "V et 'V respectiverment

T, >} une base de l'espace des €tats E. Les matrices de Pauli sont

1 0
o = |

\,O _1/

1) Quelles sont les valeurs propres et vecteurs propres associes a ces operateurs.

Cherchons les valeurs propres
—A 1

1 —A

Cherchons les vecteurs propres
Pour A =+1

(—1 1\ (0)
L1 —11[,3] :1\_0 |

= ao—FG=0 = o=,.0

Or |r::\:|2 —|—|,6’|2=1 :>2|o:|2=1 —

2 1
|| >
1 1
- On prend a=ﬁ — ﬁ:i
1 1
- Donec |WI}:$|CY1}+7;;|OE}
Pour A =—1
1 1\ "(2' ™ . /'o'\.
|\_1 1/| 15' o |\_o__,]
- = o+ =0 = o =—/ 7
- or e A =1 = 2lef =1 = =
1 1
- On prend o:=? — 1‘5':_77

- 1 1
=—|zn —
Donec |FF3) ‘J—|C ) J_|Lf2}

%+ Pour 'operateunr

L=

Cherchons les valeurs propres
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—A —z -2 ) -
= A" +I° = A

i —A
Cherchons les vecteurs propres

Pour A =+1

(3 2209

- = a+IifFf=0 = a—=—IifF
-  Or |c;\:|2 +|f3|2=1 :>2|or|2=1 :>|c:(| =

1 1
- On prend o =—=

- PTE
1 _ 7
- Donc |S},l>=ﬁ|61>+$|{fz>
De meme pour A =—1

i

1 -
- Donc |cry2)=?|&1}—ﬁ|{,r2>

—1-=0 = ((A—1NA+D=0= A

Université cadi ayyad

=+1

2) Calculer oo, : [o—i__crj:l H {o—i__o:,} =C,.0, +o,.o, e r{c,.c,;) pour tout ij

Exercice 10: Soit {|2:/'1 >_.|L"2 ::-} une base de l'espace des &tats E et soit M une matrice 2x2 :

i 5 . Ay
M — | ifZ |
L —iZ 3 )
a) M est hermetique.car
{ 2 idZ} [ 2 Wl
Mol i | ot M+ _ ‘ - i
L—igZ@ 3 )} L—idZ 3

b)

# les valeurs propres assocides a ML

2—2 iz

=0=C2—-MGB—r)—2
i 3 ( X )

AT —Sh+4d4=(A-DA* -4 =0

T.es valeurs propres sont A =1 et =4

* T.es vecteurs propres associés a Wi
- Pour A =1
O™y

(= P))-(2)
| -2 2z JLg Lo/

7

=[50y =22y -

=l

- Pour A = 44
Oy
|

- 2\ e
|\_f:'J;7 —1 /I\_ﬁJ_ \ j

Y=gl =T e

c) les projecteurs associes aux valeurs propres .

= |7

(2 w7
NI 3 NE
B == —|=
Sicig IRV A 'Jg,-] 2 1
S 3 \ \[5 3 )
(10 S NG
3 (1 2 3 NE
B == — = =
A N2 (LB JE,J 2 2
. 1 00
La relation de fermeture : |V1)<V1|+|V2)(V2| =| o 1 |=1I
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