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SMP 5 - Module 28

Travaux dirigés de mécanique analytique
Série N° 1 : Fondement de la mécanique analytique

Exercice N° 1 : PRINCIPE DU TRAVAIL VRTUEL

OA, AB et BC barres homogenes identiques (m, 21) mobiles dans un plan vertical et
parfaitement articulées entre elles. O est un point fixe. Le point C est astreint a rester
sur 'axe O, il n'y a pas de frottements en O et C. En B, est appliquée une force F.

Trouver la position d’équilibre du systeme.
0

0 : » X

Le systeme est en équilibre, donc d'apres le principe du travail virtuel, on a :
2Fiori=0
Les seules forces qui travaillent sont les poids des barres appliqués en leurs centres
de gravité, et la forceF .
P0G+ Pr SOG2 + P30G3 + F JOB = PKg + PVgr+ PKg3tFxkg=0 (])
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Yo =1sing;
Yoo = 2lsing,—1sing,
Vo3 = 2lsing—2Ising, —Ising;
xg = 2l cos g, + 21 cos 9,
Yo =2l(sing,—sing,—sings) =0 d’ou singz=sing,—sing, = ygz=Ising —Ising,
Vg1 =1c0s 6,60,
Ny = 2l cos @159, —1cos 9,60
Mgz =1cosg 601 —1cos g, 50,
oxg =—21(siNG0 1 +SIN G295 H5)
En injectant ces expressions dans I'équation (1), on obtient :
4pl cos @601 — 2pl cos 9, 39, — 2FI (Sin g0 @1 +Sin 9,0 9,) =0
(2pcos g — Fsingy) o0, —(pcos g, + Fsing,) 9, =0 Y 501,802

t9 0 _2mg
Dot {chosel—Fsinelzoj 901=—"¢
cos@,+ Fsing, =0 -m

pcos 6> 02 tg 9, = |:g

= tgb;, = —-2tg0,
Exercice N° 2 : déplacements virtuels

1- Rappeler ce qu’est un déplacement virtuel et qu’appelle-t-on par le travail virtuel
en général ? Que devient ce travail si le systeme est statique ou se déplace avec un
mouvement uniforme ?
2- Considérons une masse m placée en A et reliée par deux tiges rigides aux points O
et B. Les barres de longueur OA = AB = 1 sont articulées en A. Le support de
'articulation O est fixe et le patin articulé en B peut glisser sans frottement le long de
I'axe horizontal (voir figure 1). Les articulations sont supposées parfaites et les
masses des tiges et du patin sont négligeables.
2- 1- Quel estle nombre de degrés de liberté de ce systeme ?
2- 2- En appliquant le principe de d’Alembert, quelle force F faut-il appliquer au patin
pour que le systeme reste en équilibre ?
2- 3- Déterminer la valeur de la réaction en B.

y

Figure 1 - Systéme de treillis.
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Correction de I'exercice N° 2 : déplacements virtuels

Figure 1 - Systéme de treillis.

1- Voir cours. Quand le systeme est statique ou il se déplace d'un mouvement
uniforme, le travail de toutes les forces est nul, pas seulement des forces intérieures
car la résultante des forces extérieures est nulle.

2.

2- 1- La masse m se déplace dans un plan. Comme, OA = |, alors elle a un seul degré
de liberté.

Le mouvement de m peut étre bien repéré par la variable 6, qui sera utilisée comme
coordonnée généralisée.

2- 2- On dénombre quatre forces : les réactions normales, puisqu’il n’y a pas de

frottement R_O: R_B), aux points O et B, le poids mg et la force F appliquée au point B.
Le principe d’Alembert stipule que le travail des forces intérieures lors d’'un
déplacement virtuel est nul. Considérons le déplacement virtuel 66 et calculons la

force généralisée selon cette coordonnée :
72
- ‘00
l
Ou 7; est le vecteur qui repeére le point d’application de la force. Ce qui donne, en
utilisant la base cartésienne

Qo =

OA — lcos#i + Isinf7
OB = 2lcosfi

LO0A F(‘)()_é

C = — :
6 e e T e
= mglcosf — 2l F'sinf

mg = —mgJ et F = —FT et sachant que Ro et Rg ne travaillent pas car elles sont

perpendiculaires aux déplacements. Or le principe de d’Alembert donne
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m
Qe =0 = F=Tgcot9

donc pour cette valeur, le systeme sera statique.

2- 3- Pour déterminer la valeur de la réaction R_B) en B, il suffit de prendre comme
déplacement virtuel du point B un cercle de rayon 2lcos8 avec 6 constant. Ainsi, F ne
travaille pas, de méme pour E: . Les deux forces qui travaillent sont le poids et ﬁ;
Dans cette configuration, les vecteurs (7,]) deviennent mobiles. Soit R, le référentiel
par rapport auquel on effectue cette rotation et soit (7y, Jo, k_o)) la base orthonormée
liée a R,. Repérons la rotation par lI'angle s telle que ¥ = (1,19) = (J,Jo), ce qui

-

di - H
donne — = Ji et = —j ety = constante.

dyp 1.0
Calculons la coordonnée généralisée associée a .
DOA _ 00D
Qy = —f -mg+ — - (RpJ)
o oy

I(cosf] — sinbi) - (—mgjo) + 2lcosdj - (Rgj)

= —mgl(cosfcos) — sinfsiny) + 2l Rpcosd

= —mglcos(0 — 1) + 2l Rpcosf.

Or comme ) = 0, cela implique que le module de la vitesse par rapport a R, de tous
les points du treillis est constant et comme le mouvement est circulaire alors

2
) 712 . \ J— Vp — RN
I'accélération par rapport a R, est centrale y, = TA ny et yg =

ng ce qui
zlcose
implique que I'accélération généralisée selon s est donnée par :
00A _ d(‘ﬁ |
Ay = —/— a4+ -4 =10
o )
: — dOA dOB
puisque n, = etng = d’une part, et 1 n, e¢ — 1 ng,d’autre part.

|I || |I ||
Le principe d’Alembert Qy, 6 = Ay 6y = 0 permet d’écrire

mgcos(6 — )
2 cosO
et cette relation est valable quelque soit la valeur de s et donc en particulier pour
Y = 0 qui nous ramene a la situation du treillis statique
myg

Ry, = —=
B™ 2

Exercice N° 3

Soit le dispositif a double poulies dont les masses sont négligeables. Les masses m; se
déplacent verticalement. En prenant comme coordonnées généralisées, les
déplacements des masses m: et mz:

1- Calculer les forces généralisées Qx1 et Qxs.

2- Par le principe d’Alembert, calculer les accélérations X; et Xj3.
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Correction de l'exercice N° .3
6x; = 6A
0x3 = 0A—18p = Ox; — régp
0x, = 0A+18p = Ox; + 1ép
= 0x3 + 6x, = 26x; = O6xy, = 20x; — Ox3
Donc x, = 2x; — X3

1- Les forces généralisées Qy, et Q,, g1 = x1 et g3 = x3

5W= Qx16X1 + Qx35x3=m1§.5—14)+ m2§6—B)+ m3§ﬁ:
= mygéx; + myg (26x; — 8x3) — msyg 8x3
= (myg + 2m,g )éx; + (—myg — m3g) 6x3

= Qx1 = (ml + Zmz )g et Qx3 = _(mz + m3)g
2- Par d’Alembert, Equations de mouvement s’écrit :
0A = W
0A = myx;0x; + myx,06x, + mgxX36x3
= myxX;0x; + m,(2x; — x5)(26x; — Ox3) + m3x56x5
= [myx] + 2m,(2X] — x5)]0x; + [m3x5 + m, (2% — x5)]0x5
_ {mlfl +2m,(2x%; — x3) = (my + 2m, )g
mzXs + my(2x; — X3) = —(m, + m3)g

Exercice N° 4

Une échelle de masse m et de longueur L s’appuie contre le mur vertical sans
frottement faisant l'angle 6. Au point D s’applique une force F perpendiculaire a

I'échelle. AD = %

Par le principe des travaux virtuels :
1- Quelle est la force de frottement T avec le sol a I'’équilibre.
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2- Calculer la réaction Ra.

T ¥

0 A
Correction de I’exercice N° 4

1- Calcul de T par le P.T.V
R,.6A=0; Rz.6B=0
W =0 = P.50G + F.§0D + T.60A=0
Avec:{ Ve = %sin@ = Jy; = %cos@ 66
X¢ = Lcos@ = 6x;= —Lsinf 660
On écrit donc : — mg.8y; + (Fy.8xp) + (E,.8yp) —T.6x, =0

L L
. -cos 6 . —-sin8 66 R Do
oD=1{%"  =e&0D0=1, F={Fsing

:sin@ :cos@ 66 — Fcos6

L FL
SW = [—mgzcosﬁ + T(sin2 0 —3cos?0) + TLsin 6] 50 = Qy60
o mg F,.. 5 A v

Donc:T = —=cotgf — Z(sm 0 — 3 cotgf cosB) X t),\ ) /
2- Calcul de R, : soit de (a) ou (b) | S

-/

(a) par rotation de §6 autour du point B i >°\/1A
SW =mg.6G + (R, + T).6A+F.6D =0 Y4 Al

3.56 +(R;+ T) | .aI\mr?

SW =mg.GG' + (R4 + T).AA + F.DD' = 0

A r
L . B
SW = (—mgcos0) 586 + (R4c0s0 — TsinB)L66
F L 60 =0
780 =

—C L
R, = > +Ttgo +F4cose
Soit
(b) par translation de 67 le long de 'axe y
8G = 6A= 6D = 6r (T L 67)
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R4.6r —mg ér — Fcos0.6r = 0
= R, =mg + Fcos0

Exercice N° 5 : Mouvement d’'une bille a I'intérieur d'une spheére creuse

On considere une sphere creuse (S) de rayon a fixe dans un repere galiléen (O, x, y, z)
lié a la surface de la terre. Une bille supposée ponctuelle de masse m est astreint a se
déplacer sans frottement sur la surface intérieure de la sphere.

1. Déterminer le nombre de degré de liberté de la bille.

2. Calculer les forces généralisées Qr ;Qo et Qo associés aux déplacements virtuels
élémentaires 67, 60 et ¢ our, 0 et ¢ sont les coordonnées sphériques de la bille.

3. Par application du principe de d’Alembert, trouver I’équation du mouvement et
'expression de la force de contact.

Correction de I’exercice N° 5

1°) La bille se déplacant sur une surface, deux coordonnées suffisent pour la repérer. En particulier,
en coordonnées lerlque\ il suffit de connaitre 6 et  car r = a = este.

E B fE g% [ B g g g

Notons que. r=st=—=t= (), == =0, 75 =—¢, oy = sinfle,, - = cos fle,, et
de.,
—= = —sinfle, - CU\H({«

’Y

- — o
90 s L . ()O,\I T 0OM
)-Q,—Z,I-F,T,L—P “or +\ “or
or, ow:m?: dg,” =&
donc Q, = ) T) = (—mge, — Ne;) - & = — (N +mgcosf) car e, - &, = cos.
B . ——>
£ ory __ ()Ox\f T ()()\I
Qo= Fi%g =P - +N- o0
or, OM = re, = ‘)(0)9” = reg
d’'on, Qy = (—'mq(’ — N&,)-reg = —mge, - rég = mgrsinf
— —

- Q, =0 car 03:‘1 =rsinfe, L P, N.
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3°) Principe de d’Alembert :
T Qudq—mT.dT =0
(Q,&r + Qa08 + Qdp)
or, 00 M = bre, +rdfleg +rsin 90;’6;

OM = re, = do“

oM

= m-—-w—

d0OM =0
=re, +rleg + rsin(),&e_;

En tenant compte de la liaison holonome r = a donc <~
.2

d'ot "—d%‘i
de; _ deg —
car, qd § varie, €; et ég varient : 5= = €, 2= _er
qd  varie, &, & et 6,; : %’E—"- =sinfe,, d‘: = cosfe,
¥

Tt 2 2
d'on m%
(e, + adbeg + asinfige,)
2.
=m ((—aﬂ —ap sin’f | dr+

(

2 g
Q. +m|af +ay sinzﬂ) =0

a0M
ot

/

Département de physique Safi

= alleg + asinfige,

= a()eg —afl & + '200"*cos fe. +apsinfe, +ayp sinf (—sinbe; — cosfeg)

. — —
—sinfle, — cosfeg.

0M =m ((—(19 —ap sin’ 0) & + (aH —ap sinﬁcos()) e + (2a(§,5c050 + a;“-siné)) (_Y’)

- 2
((120— “o s1n00%9) 08 + (20 0 cosfsinf + a®psin 0) )

o
— (N +mgcosfl) +m (00 +ayp sin20) =4

. 9
2 2, o = : : 2
{ Qe—m|a*t—a’p 5“10“’59) =0 =\ mgasinf —m (azﬂ—a?; smOcosB) =0
2% cos fsin + a%psin®6 | =0 24 (in?fp) =0
Q, —m | 2a*f8pcosfsind +a“psin“f | = | ma”g (sinfp) =
\
* 1 cas : sinf = cste <= ¢ cst(
; T sin® #
—(N —mgcos(9)+ma,, sin®f =0 N=-==— —mgcosf = -=%
2 2 T 3x]
=\ gsinf+ap sinfeosh=0 — ¢ =—L; sif € (5.5
f = este f = cste

et 0 #mcar N >0

* Qéme

N =mg
=

cas: g =10

2
mgcost) +mafl =0

—(N+ N = —3mgcosf + maK
‘ ! ) — 2 - ) K tante et
= gsind —af =0 =910 =-2cosh+K ol K est une constante e
Y= cste p= cste
N>0.

Exercice N° 6 : Le cric

Ce probleme est une simple application du principe de d'Alembert.

Filiere SMP/ Session 5 Mécanique analytique & vibrations

8 Prof. El Ouardi E1 Mokhtar 2017/2018



Université Cadi Ayyad Faculté polydisciplinaire Département de physique Safi
Un cric est un mécanisme articulé destiné a soulever de lourdes charges (une voiture
Par exemple), représenté sur la figure ci-dessous. Il est constitué de deux plateaux
rigides (I'un prenant appui sur le sol, I'autre soutenant la charge de poids P) articulés
a un losange déformable de coté 1, par l'intermédiaire d'une tige filetée de pas h,
(I'entraxe du cric change d'une longueur h en un tour de manivelle) actionnée par
une force F exercée sur une manivelle de bras a.

s
=3
g\-§§..,._ o]
- / /.//
S g e -
e ~C -
-5 //

~
NG

DN

> G
Figure : Principe du cric.

On suppose aucun frottement sur les parties mécaniques du cric (heureusement dans

la réalité les forces de frottement existent et permettent de retenir la masse sans

effort!).

1 En inspectant les contraintes pour le systeme, montrer que celui-ci est a un seul

degré de liberté. Quelle coordonnée généralisée vous semble la plus pertinente ?

2 En utilisant le principe de d'Alembert, donner le lien entre le poids a soulever et la

force exercée, en fonction des caractéristiques du cric et de I'angle 0 que fait un coté

du losange avec la tige filetée.

Application numérigue: Calculer le rapport entre le poids soulevé et la force exercée,

pour un cric de bras de manivelle a =20 cm, de filetage h =2 mm, au début du levage

lorsque 6 = 30°.

Correction de I'exercice N° 6 : Le cric

On nomme ABCD le losange du cric, le sommet A sous le poids, le sommet B a la manivelle et O le
centre du losange, au milieu de la tige filetée BD. A priori la configuration du systéme est donnée
par l'angle @ que fait la manivelle avec la verticale, et par la forme du losange, c'est-a-dire les
valeurs de DB et AC. En fait, nous avons une premiere contrainte holonéme due a la distance
invariante du c6té du losange > + OB? = [%. Nous avons une deuxiéme contrainte holonéme due a
la tige filetée qui donne un lien entre a et DB (lorsque a varie de 2w, DB varie de h). Finalement
I'angle a seul permet de décrire la configuration du systéme ; celui-ci est a un degré de liberté.
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L~ /l\.z\ e
/ \\ (

A
< -
D O /B

C

Figure : Losange ABCD représentant le cric de facon schématique

Faisons un déplacement virtuel §a dans le sens direct. La tige filetée augmente sa longueur DB de
6x = héa/(2m) et la longueur OB=0D de 60B = §x/2. En conséquence OA diminue, puisque la
relation 0A* + OB?* = [* doit toujours étre satisfaite.
Il est facile, dans ces conditions, de voir que 6CA = 2604 = —6x /tan 6. On obtient ainsi la
variation d'altitude du poids en fonction du déplacement virtuel : 6z = §CA = —héa/(2rtand).
2- Les forces intervenant sont :
* le poids P agissant en A qui effectue un travail : §W,, = —Péz = Phéa/(2ntan®) ;
e la force du point d'appui dont le point d'application ne bouge pas et qui ne travaille donc pas ;
e la force F agissant sur la manivelle dont le travail virtuel a pour expression §W, = —Fada (si on
veut maintenir 1'équilibre, la force doit étre opposée au sens de rotation direct considéré ci-dessus).
Le travail virtuel total W = (Ph /(2rntanf) — Fa)bda = Q,0a est la somme de ces deux travaux.
On en déduit la force généralisée Q, = Ph / (2mtanf) — Fa. A 1'équilibre, le principe de
d'Alembert impose une force généralisée nulle, ce qui conduit a I'expression demandée :

P 2matan6

F~ h
Pour avoir un rapport aussi grand que possible (ce qui est la justification du principe Du cric), il
faut choisir un grand bras de manivelle et/ou un petit pas de vis.
Application numérique : Aveca = 20cm, h = 0,2cmettan 8 = 0,577, on trouve P /F = 363, ce
qui permet de maintenir soulevée une voiture de 16000 N avec une force de seulement F = 11 N
(n'oublions pas que P = 16000 / 4 dans ce cas).
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