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VII- Principaux systémes de coordonnées
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VII- Principaux systémes de coordonnées

1- Choix du systeme de coordonnées

Dans plusieurs situations de mécanique et dans 1'objectif de simplifier les calculs, il
est important de bien choisir un systeme de coordonnées qui dépendra du type de
mouvement du systeme étudie. Par exemple, dans le cas d'un mouvement rectiligne il est
évident que le systeme de coordonnées cartésiennes est le mieux adapté, ce ne sera plus le
cas pour des mouvements curvilignes.

Les différents systemes de coordonnées couramment utilisés sont: coordonnées
cartésiennes, polaires, cylindriques, sphériques et celle de Freinet.

Généralement, on choisit le repere R(O, X, Y, Z) constitué d'un point d’origine O et
de trois axes (OX), (OY) et (OZ) définissant les trois dimensions de 1'espace. Ce repere est
associe a une base vectorielle notée (e, e, ,e;).

Pour des raisons pratiques (en particulier lors de calcul des produits scalaires et

produits vectoriels), il est important que la base utilisée soit orthonormée directe.
z

X,

Fig. 15 : base orthonormée directe

Orthonormée signifie que les vecteurs qui sont orthogonaux entre eux et unitaires:

e, : Vecteur unitaire de I'axe (OX) ; o
e, : Vecteur unitaire de I'axe (OY) ;

e,: Vecteur unitaire de I'axe (OZ).

= =
e, ey

-ortho: e .e, = e e, = e,.e, =0;

-normée: |le;]l = |[e)]| = llesll = 1;
- directe: exAe, = ¢, ; e,ANe, = e;; e,Ne; =¢ey, les vecteurs

unitaires vérifient la regle de permutation circulaire.

Remarque:
i lerneyll = fleyne = flesned =1

ii- La base orthonormée étant directe, la ""regle des trois doigts" peut étre utilisée.
2- Coordonnées cartésiennes (x, y, z) dans un repére (0,1,J, k)

2. 1- Définitions
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Si le mouvement s’effectue dans 'espace, il est possible de repérer la position du point
matériel M dans le repere (0,1,7, E) a l'aide du vecteur position OM ou bien a l'aide des
coordonnées cartésiennes (de René Descartes 1596 -1650) qui sont :

X : abscisse
y : ordonnée
z : altitude

Les coordonnées x, y et z d'un point M de l'espace affine, sont les projections

orthogonales du vecteurs OM respectivement sur les trois axes orthonormés du repére Ox,
Oy et Oz, soient : x = OM.7, y = W.fetz = OM.k.

Les trois coordonnées sont de méme nature et homogenes a une longueur.

Fig. 16 : Repére cartésiennes dans l'espace

B

Le vecteur position s’écrit alors: OM =xi+yj+zk
Remarques :

i) Dans l'expression OM =xi+yj+zk (x, y, z) représentent les coordonnées
cartésiennes du point M si l'origine du vecteur OM est l'origine du repere.

ii) (x, y, z) sont aussi les composantes du vecteur position OM dans la base cartésienne
(i, J, k).

iii) Les coordonnées de M peuvent étre obtenues également de la maniere suivante du

fait que :

OM = Om + mM = (xi+y])+zk:

On projette orthogonalement le point M sur le plan (xOy) : c’est le point m ;

L

On projette le vecteur om orthogonalement sur Ox et Oy : on obtient respectivement x
ety,;
* On projette orthogonalement M sur Oz (parallelement a Om) : on obtient z.

Les données x(t), y(t) et z(t) constituent les équations paramétriques du mouvement.
2. 2- Déplacement élémentaire en coordonnées cartésiennes
Définition : Soit M et M’ deux positions occupées successivement par un point M dans un
référentiel donné R. on définit le vecteur déplacement élémentaire dOM ou (d?) par:

dOM = limy, Ly, MM’
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Le déplacement élémentaire du point M(x, y, z) en un point infiniment voisin M'(x + dx,

y +dy, z + dz) engendre un déplacement vectoriel MM’ = dOM = OM' — OM :

zZh
dz
L

\
~

Fig. 17 : Déplacement élémentaire en coordonnées cartésiennes

Ce déplacement élémentaire n’est autre que la différentielle du vecteur position :
dOM = dxi+dyj+dzk

Elle permet d’exprimer une surface élémentaire 8S = dxxdy (Respectivement dyxdz,
dxxdz), le volume élémentaire (8V = dxxdyxdz), ainsi il permet également de déterminer

le vecteur vitesse et vecteur accélération.
2. 3- Elément de volume en coordonnées cartésiennes
Le volume définit par le déplacement élémentaire est appelé élément de volume ou

encore volume élémentaire. En coordonnées cartésienne le volume élémentaire est un cube

de cote dx, dy et dz.

' r
Z I _d.V__M z+dz |,

_________________

,,,,,,,,,

Fig. 18 : représentation de volume élémentaire d°*V =dx.dy.dz

3- Systemes des coordonnées polaires

3- 1- Définition : C’est un systeme de coordonnées utilisé pour repérer la position d'un

point M dans le plan. Il nécessite simplement une distance et un angle.
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e, -~ Cercle de rayon unité

""""" R=1

Fig. 18: Les coordonnées polaires (@, ¢) et la base associe (e,,€,)

Le point M est parfaitement repéré si on connait la distance OM = @ et I'angle ¢ que
fait le segment OM avec I'axe OX (voir figure 18).
* Le point origine O fixe correspond au « pole » d’ou le terme coordonnée polaire.
# La longueur du segment OM correspond a sa coordonnée radiale. Elle est notée o (tho
: lettre grecque) ou r.
= L’autre coordonnée est la coordonnée angulaire également appelée angle polaire ou
azimut et noté ¢ (phi : lettre grecque).

Cet angle est mesuré par rapport a ’axe des abscisses OX appelé alors axe polaire.
Les coordonnées polaires du point M définis donc comme suit :

k3
E

p= ||W|| € R™ estla distance entre O et M; appelé rayon polaire.
= = (?,OTW) € [0, 2m] est I'angle orienté entre (OX) et OM : appelé angle polaire ou
azimut
Contrairement aux coordonnées cartésiennes x et y, les coordonnées polaires o et ¢
O ne sont pas de méme nature. La coordonnée radiale ¢ a la dimension d’une
longueur comme x et y. La coordonnée angulaire s’exprime en radian qui est une unité

d’angle sans dimension.
rfe_ g \ o _
3-2- Définition du repere polaire (e, e,)
*® Pour exprimer les coordonnées de M, il est commode d’introduire une nouvelle base

orthonormée directe (e,,e,) naturellement associée a ce systeme de coordonnées et

définie de la fagon suivante (voir figure 18) :

—

. ~vi OM OM . . .
¥l e, est le vecteur unitaire de OM: e, = oMl =~ p appelé vecteur radial (suivant le

rayon) ;
¥l e, est le vecteur unitaire perpendiculaire au vecteur e, dans le sens croissant de ¢. Il
est obtenu en effectuant une rotation d'un angle de +g a partir du vecteur e,. Pour cela, il
est appelé vecteur orthoradial, tel que e,.e, = 0 (perpendiculaire au vecteur radial).

(0, @) sont les coordonnées polaires du point M mais ne correspondent pas aux
Q composantes du vecteur OM (contrairement a ce qu'on obtient en coordonnées

cartésiennes). Les composantes de ce vecteur position sont (g, 0): il n'y a pas de
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composante suivant €, mais uniquement une composante g suivant e,,.
Remarque :

A la différence du repére cartésien (T, J) qui est un repere fixe, le repere polaire (e,,e,)
est un repere local: on peut donc le représenter soit au pole O, ou plutdt au point M (voir
figure 18).

3- 3- Relations de transfert entre le systéme de coordonnées polaire et ce de coordonnées
cartésiennes
i- Vecteurs de base
Les composantes des vecteurs unitaires e, et e, dans la base cartésienne (7,7 ) :
Les composantes de é,: e, = (e,.7).1+ (€,.7).]
W SurOX:e,.i=|e,| x Ilillcosyp = cosp
W SurOY:e,.j= e, x ||j’||cos(§ — @) = sing
D’ou I'expression de €,: e, = cosg T + sing J
De méme pour e, : e, = (€,.1).1+ (e,.]).7
W SurOX:e,.7=|e,| xlltllcos (g + (p) = —sing
W SurOY:e,.j= ||Ep)|| X ||lfllcosp = cose
D’ou I'expression de e,: e, = — singp T + cos¢ J
De méme, en inversant les relations précédentes on peut écrire :
I=cospe,—sinpe,
j= singpe,+cospe,

Avec ses relations, il est toujours possible de passer d'un systeme de coordonnées a l'autre.

O Si I'étude est effectuée en coordonnées cartésiennes seules doivent apparaitre les

grandeurs (x, y,1et J). En coordonnées polaires n’apparaitront que les grandeurs (p ,
— —> . 4

@, ¢, et e,). Il ne faut en aucun cas conserver des expressions comportant un mélange de

ses grandeurs.

de;, d(cos¢ T+sing )) . > > — . — de,
Remarque: —2 = ———-—= —sing { + cos = e dou e, = —*%
On retiendra donc que la dérivée du vecteur unitaire é,, par rapport a la variable
laj diculaire - de, ‘oale A e
angulaire, est un vecteur perpendiculaire: % L €, est égale a e,

®l 1l faut noter aussi qu’on peut écrire : €, = cos ¢ T+ sing J et dérivons ce vecteur

par rapporta @ t:
de, S 5 . .
di(: = —sing 1 + cosg J, sachant que cos(¢ + g) = —sing et sin(¢ + g) = cos@

—

dep A . . A ;. dep
Alors — peut-étre obtenir par une rotation de = et on peut écrire — = e,,.
do 2 do

ii- Coordonnées
En utilisant le schéma dans la figure ci-dessus on peut trouver les relations entre les

coordonnées cartésiennes et les coordonnées polaires :
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On'a: sze—p’zxi+yf
Puisque : e, = cos @ T + sing J
Donc: OM = pcospi+psing] =xi+yJj

X = pcos@ p =+/x%+y?

Par identification on trouve: { _ , ou
y = psing Q= Arctan(%)

4- Coordonnées cylindriques

4. 1- Définitions des coordonnés et du repére cylindriques

Il est possible de repérer la position, dans I'espace, d'un point M en utilisant le systeme
de coordonnées cylindriques. Dans ce systeme la position du point est repérée par la
donnée de la composante z (comme dans les coordonnées cartésiennes) et de ses
coordonnées polaires qui permettent de repérer la position de la projection orthogonale du
point M sur le plan horizontale.

Donc, les coordonnées cylindriques d'un point M de l'espace correspondent aux
coordonnées polaires (o, ¢) auxquelles on rajoute une troisieme coordonnée appelée la
cote (z): M(o, o, z)

y Le point M est situé sur un cylindre d’axe Oz, de rayon o d’ou le terme coordonnées
cylindriques. Pour positionner un point sur le cylindre il suffit de préciser la cote z et
la coordonnée angulaire ¢.

La projection m du point M dans le plan (O, x, y) est repérée en coordonnées polaires (o,
¢). La projection de M sur I’axe Oz donne la cote z (voir figure 20).

Les coordonnées cylindriques de M sont donc (o, @, z).

z
la—ligne de la coordonnée z
|
Z P % s
€9
d ligne de la coordonnée p
ligne de la coordonnée @ 1 %7
|
. > -
I O : > Y
= o Nm
X X

Fig. 20 : Le systeme de coordonnées cylindriques

La base associée est composée de la base polaire et du vecteur unitaire k suivant l'axe
Oz.

On associe la base orthonormée (Ep, Eq,, k) aux coordonnées cylindriques, ou le
vecteur e—p’ est le vecteur unitaire de la direction Om, et le vecteur Ep’ est défini de tel sorte a

ce que le triedre (€,, €, k) soit directe.
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On a donc d’apres le paragraphe précédent :

= p() = ||Wn>|| : Le rayon polaire, tel que p € [0, + o] ;

= o) = (O_;,Frﬁ): L’angle polaire, tel que ¢ € [0,2m] ;

= z(t) = ||m|| = ”O—m’)” : La cote, tel que z € [—o0, +00].

Le vecteur position OM s’obtient en utilisant la relation de Chasles :

OM = Om + mM=pE;+ZE

Les composantes du vecteur position OM sont (0, 0, z) dans la base cylindrique
(€,,€,, k).

Son module est : |oM|| = /p? + 22

4- 1- Relations de transfert entre le repere cartésien et le repere cylindrique

i- Coordonnées
On'a:0M = pe, + 7k = xT+yj+zk et puisque €, = cos QT+ sing@7J
Donc : OM = pcos@T + psingj + zk = xI + yj + zk

{x = pcos® p=yx*+y?

y = psing ou inversement ¢ = Arctan(i)

Z=17
Z =17

Par identification :

Remarque : Ici, g est le module de Om et non pas celui de OM.

o= [0 =TT et 1= |[OH| = FTFFT F

ii- Vecteurs de base

—

o= % = cos@ 1+ sin@ J: Vecteur unitaire du rayon polaire o(t) ;

s

Dl

l

& k: Vecteur unitaire de la cote z(t) ;

® @, Vecteur unitaire tel que (e, €, K) forme une base orthonormée directe.
— de—p) . - -
€o = —— = —sin@T1 + cos
@ do ¢ P)
Les données g(t), (t) et z(t) constituent les équations paramétriques du mouvement.
4. 2- Déplacement élémentaire en coordonnées cylindriques
Le déplacement élémentaire en coordonnées cylindrique s’écrit :

dOM = dpe, + pdoe, + dzk
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L H-
z L ]
L dz
F J Jr.fq'-' i
_ M L _..":.ﬂ dq
i ; do
-» i Y
iy : .
i . i
T o = i
/e G
X (@)
Fig. 21: Déplacement élémentaire en coordonnées cylindrique (a) (polaire sur la figure

(b))

En effet, le déplacement de M vers M' s’effectue en faisant une translation do suivant €,
suivi d'une rotation d'un angle d¢, qui donne lieu a un déplacement de od¢, puis une
translation dz suivant k.

Cette expression permettre de déterminer le vecteur vitesse dans le systéme de
coordonnées cylindriques.

Elle permet également d’exprimer une surface élémentaire 3S = odo.d¢.

Par définition, les vecteurs déplacement élémentaire et vitesse sont tangents a la

trajectoire et orientés dans le sens du mouvement.
4. 3- Elément de volume en coordonnées cylindriques

Le volume élémentaire engendré par le déplacement élémentaire, décrit ci-dessus, est :
d3V = pdpdedz

Fig. 22 : Volume élémentaire en coordonnées cylindrique

Cette représentation est a utiliser pour un systeme admettant une symétrie cylindrique

(invariance par rotation autour de Oz).
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Remarque : si z = 0 nous reconnaissons alors les coordonnées polaires qui ne sont donc

qu’un cas particulier des coordonnées cylindriques.
5- Coordonnées sphériques

5. 1- Définitions des coordonnées sphériques

Dans l'espace a trois dimensions on peut utiliser le systeme des coordonnées
sphériques, dont la base associée est une base mobile. Ce systeme de coordonnées est
adéquat dans les cas ou le systeme étudié présente un point particulier O, de symétrie
autour duquel les rotations sont privilégiées.

La position du point matériel est alors repérée par la distance r et deux angles ¢ et 0. r
étant la distance qui sépare le point matériel M du point particulier O (I'origine). L’angle
¢ appelé longitude ou azimut est I’angle que fait la projection du vecteur position sur le
plan horizontal avec I’axe (OX) (similaire au cas du systéeme de coordonnées cylindriques).

L’angle O, appelé colatitude, est 'angle que fait le vecteur position OM avec 'axe (0Z).

Z 4
M é,
______________ 0/ N\
_ % )
(o] —>
A
X
Fig.23
On adonc: r= ||m|| 0 £ r £ 4w
¢ = (Om1T), Om=Proj,(0M) , 0 < ¢ < 2=m
0=0OMk) ; 0< ¢ <n

5- 2- Définition du repére sphérique (é,, €4, €,)

La base orthonormée associées aux coordonnées cylindriques est notée (€,, €q , €,).

- . . . . 4 O—Ili
#® &, est le vecteur unitaire dans la direction et le sens de OM avec €, = —

s

® @y est le vecteur unitaire obtenu par une rotation de + g a partir de €, dans le plan
(0Z, OM);
# @&, vecteur unitaire tangent a la parallele passant par M et orienté dans le sens

croissant de ¢;

Remarque : le triedre (€, €y , €,) est un triedre direct.

La base sphérique : on 1'obtient par une rotation de (1,J, k) d'un angle ¢ autour de Oz,

suivie d’une rotation d’un angle 6 autour de €.

5. 3- Relations de transfert entre le repeére cartésien et le repére sphérique
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i) Coordonnées
On définit un vecteur auxiliaire dans le plan (xOy), noté €, vecteur unitaire de Om de

module @. On peut considérer le repere (€,, €,) comme un repere polaire : Om = pe, =

X1+ yJavece, = Cos@l + singj
= rsinf

En outre, on OM = Om + mM = pe—p)+ZEAveC:{§ rcos@

Le vecteur unitaire sur Om s’écrit : €, = cos@TI + sing]j.
D

Le vecteur e, peut étre obtenu par remplacer ¢ par ¢ + g dans e, ou simplement par

dérivé de ce dernier par rapporta ¢ :

e, = —sin@l + cosqj. ce vecteur de base peut étre exprimé en fonction du dérivé de e/
par rapport a ¢.

_, 1 oe/

e = —_—
®  sinf dg

A % 'y
r.sir® p=r.sing
z=r.cos - y=r.5ind sing |—F=22
I,
r.cost p o sing
()
é {
’_p N D
p=r.sird X=r.5in0.cosg
Fig.24

D’ou les relations de passage du systeme de coordonnées sphériques au coordonnées

r=.x%+y2+ 2?2

cartésiennes suivantes (ou l'inverse) :

x =rsinf cos
. . <p s 1/x2-|-y2
y =rsinf sing ou l'inverse 6 =——
Z=1rcosf

- 4
k ¢ = arctan—

5. 4- Vecteurs de base
Cette base est reliée a la base des coordonnées cartésiennes par les relations:
e, = sinf e, + cosfk = sin@ cosgi+ sin® sing ]+ cosbk

s Ty - - S
@zsin(9+z)e_p’+cos(6+i>k =cosBe,—sinb k = cosfcospi+ cosb singj—sinb k

de, - =
lk Ep’=di(:=cos(q)+%)f+ sin(<p+§)k=—sinqﬁ+ cosp k

B
Dans cette base, le vecteur position s’écrit de la fagon suivante : OM =re,

5. 5- Déplacement élémentaire en coordonnées Sphériques
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7 A rsin 6 dg M’

-d @

A 4

p=r.sind

“y

Figure 25 — Déplacement élémentaire en coordonnées sphériques

Le déplacement élémentaire en coordonnées sphérique s’écrit :
dM =dr &, + rdf g +rsinf do e,
Ce résultat peut étre établi en calculant la différentielle du vecteur position :

dM = d(re;) = dr.g, + r.de, = dr.&, + rdOeg + rsind do e,
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Puisque de; = 2rdg + %dgo = df &5 + sinfdg e,
Le troisieme vecteur de la base est donné par : €g = Z—?
Le déplacement élémentaire est :
= . . . . de; = 0e _ _ R
dM =d(re,) = dr.e, + r.de, = dr.e, + r. <% do + %dgo) = dr.e, + r(dfeg + dg.sinfe,)

Le méme résultat peut étre obtenue en suivant une approche géométrique. En effet,
une variation dr de r donne lieu a un déplacement r e;, une variation d® de 6 donne lieu a
un déplacement rd6 eg et une variation d¢ de ¢ donne lieu a un déplacement rsinfde e,,.

Cette expression permet de déterminer les vecteur vitesse et accélération
Elle permet également de déterminer :

La surface élémentaire : ds = r2sinfdpdo

Le volume élémentaire : dv = r?drsinfded8
Si 0 = constante, on retrouve des coordonnées polaires pour p =r.sinf et ¢.
Si @ = constante, on retrouve des coordonnées polaires pour r et .

- un volume élémentaire : 8t = r2dr sinfd0d¢.
5. 6- Elément de volume en coordonnées sphériques
L’élément de volume en coordonnées sphérique est obtenu en prenant le produit des
composantes du déplacement élémentaire: d3V = dr.rd6.rsinfdg

7 A rsin 6 dgM’
rdé

Fig.26

6- Les coordonnées curvilignes-base de Freinet

Nous pouvons repérer la position du mobile sur la trajectoire elle-méme a l'aide de
I’abscisse curviligne. Pour ce faire :

- On oriente la trajectoire au hasard,

- On choisit un point fixe O sur la trajectoire, comme étant l'origine des abscisses,
L’abscisse curviligne est défini comme étant la grandeur algébrique s de I'arc appartenant

a la trajectoire de O jusqu’a M.
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OM =s

Figure. 27- Coordonnées curvilignes
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