N

G0 R AR
PPOPPOPOPOPOLOEVOPOEOELY

ha;

re IV

arine abenatine i s e funipe




S e Objectif de ce chapitre

e

4% Donner une vue d'ensemble des outils mathématiques de
k

4
| 4% Regrouper les diverses notions utiles en mécanique

base utilisés en mécanique quantique;

-4 quantique en insistant particuliéerement sur la
1

1
414 Connaitre des notions sur |'espace des fonctions d'onde,;
=

3 4
g 4 I'espace des états du systéme;

commodité des notations de Dirac;

& Comprendre le concept d'état d'un systéme physique et

=4 Savoir utiliser les notations de Dirac et faire des
=

e 1

manipulations sur les kets, les bras et les opérateurs.
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'Espace de fonctions d’ondes £2

La probabilité ;
dP = [¥(F,,t)| dv

|la densité de probabilité
dP

p:mz

P (F, b

Définition de £2
£2 est l'espace des fonctions de carrés sommables
(intégrables).
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—~ ® Caractéristiques de £2

i) La linéarité
£2 a une structure d’espace vectoriel sur le corps des
nombres complexes

® La combinaison linéaire de deux fonctions de carré sommable
. ® est une fonction de carré sommable.

'Notons que

|ket> = vecteur colonne,
<bral| = vecteur ligne des complexes conjugués




2 4 ii) Le produit scalaire dans £2

= Le produit scalaire de deux kets |y> et |¢> est noté <y | >
- +oo
s (bW =] o (wxdx

- ® Les propriétés de ce produit scalaire sont

L 9
o () =(we)
= <¢ MY, + 7‘2\|/2> <¢’\V1> + A, <¢1W2>
P +xz¢z, V)= (6w + 23 (00)
o (bv)s= < ol
®  (y,y) )0 nulsietseulementsiy=0
— @
o (w,w)  est appelée norme de .
=® £2 muni du produit scalaire défini comme ci-dessus a
E® une structure d'espace d'Hilbert.

~H
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Base orthonormée compleéte discrete de & Base orthonormée compléte continue de &

Suivant les cas, on aura a utiliser soit une base a indice discret,
soit une base a indice continu

— 9

L’ensemble dénombrable de L’ensemble de fonctions v (x)
fonctions de carré sommable repérées par un indice o

{ux)}(@i=12..n,..). variant de facon continue

1) Cet ensemble est orthonormé si

_ 1(up,u;) = U (0u; () dx = aij. IVZ (X)V, (x)dx =o6(a—P)

= ® Relation d’orthogonalité Relation d’orthogonalité

1) 1l est complet si toute fonction ]r.
(X) peut s’écrire dans U;(X) :

| j Vo (X)V, (X)da =8(X—x)
59 Y(X) = Zciui(x) Relation de fermeture

- [.Les coefficients c, sont appelés ]
= | composantes de y(X) sur les u.(x)

—

h U:(X) forment alors une base orthonormée compléte discrete




h

Base orthonormée compleéte discrete de & I Base orthonormée compléte continue de o

'-.-. '

Composantes de ¥(X)

., = (Vo w) = [V, (Qw(x)dx
ey, (x)da = ( V- (X )y(X ')dx')va (x)da
- (va (X)v, (X ')doc)\v(x dx'

= [8(x=x )y (x)dx
JB0x=x)w(x)dx’ = y(x)

== y(x) = [c,V, (X)da

PR R"
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Base orthonormée compleéte discrete de & IBase orthonormée complete continue de &
_F Expression du produit scalaire et de la norme

=% v = cu(x) w(X) = jcava(x)da
) 9 i
"8  0(x)= ijuj(x) G(X) = jca-Va-(X)da'

=

(0lw) = [ 9" ()w(x)dx
(9]) Zijc,j Ul _mb c V..(X)v, (x)do ' dowdx

o' ool

_ZZbJCISU—ijCi (blv) = [z, v v, 0 Jdo'de
_ ‘ > Z = j j b ¢,8(c—a)da'do :: b ¢, da
9|y b.c ;

,,. I & o <¢‘w>=jbaCadOL
<m>=iz\ci\ = el e

-
—

2

C
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Base orthonormée complete discréte de &

> #® Relation de fermeture
. \V(X) — ZCIUI(X)

_ . Z )u; (X)
: - Z_j u; () (<) uy (x)

Base orthonormée compléte continue de &

w(x) = [| DU, 00u; () wx)dx
= j F(x, X ) w(x )dx’

-~ B
. @ w(X) = IB(X—X') y(Xx)dx'
. ® d(x-x") : Fonction de Dirac

g relation de termeture



1 Exemples de fonctions v (X)

Les fonctions delta :

C’est ’ensemble des fonctions localisées aux différents points X, :
v, (X) = 8(X—X,)

X, est une abscisse qui joue le role de a et qui varie de - c a + .

Lesv, (X) vérifient les relations d’orthogonalité et de fermeture, on a en effet

[V, 00V, (X)e= [ B(x—x,)8(x=X"g)x = (X, =X',)

[V, 00V, ()X, = [ 3(x=x)8(x' =X, )dx, = 3(x—X)

SO0OOOOOOGO G

. @ Les v, (x)forment donc une base orthonormée complete
continue et toute fonction W(x) se développe de facon
unique suivant les Vy,(X)

w(x) =[c, v, ()dx,

°
L
>




C,, = (Vi 00[w(x)) = [ 8(x=x,)w(x)dx = y(x,)

w(x) = [w(x,)3(x—x,)dxq

. @ Cet résultat exprime que toute fonction W(x) peut étre considérée comme
| g Une superposition lincaire de fonctions 8(x—x,), centrées aux divers points
X,, le coefficient multipliant la fonction 8(X - X,) centrée au point X, étant la
valeur de y(x) en X,.

On écrit souvent pour alléger le formalisme :

y(X) =(X|y)

C’est la représentation {x}.

SOOOOOOSOGS



Opérateur position : X

Les fonctions propres de cet opérateurs décrivent une particule dont la
position est parfaitement connue. Elles doivent donc étre de la forme :

O(X-Xo) Cette fonction est la fonction
« delta » de Dirac. On la note
O(X-Xq). X, est la valeur

propre associee a ce delta de
Dirac.

Il y a une infinite¢ de valeurs
de X, possibles. Cette
grandeur n’est pas quantifice.

X

X 0(X-Xg)=X, 0(X-Xg)

where ¢ — [




= 9
Une proprieté des fonctions delta est que ’on a :
— =

= Ay (X)0(X—X%,) =y (X,)0(X—X,)
E A AN
Fonction de x ~ Valeur de la fonction au point X,

Xo

.
=

~  On peut en déduire la forme analytique de I’operateur position X':
= @
A X=X
| @ Exemple d’utilisation : on pourra calculer la valeur moyenne

| @ de la position d’une particule décrite par une fonction d’onde
_ g v(X) en calculant :

| : <X>:'[:OW*(X) X (v dX

h



= 4 Les ondes planes

' 9
o Cest 'ensemble des fonctions définies par : -
-9

P est une composante de I’impulsion qui joue le role de o
et qui varie de - o a + oo.

-

.

= ® Les v (x) vérifient les relations d’orthogonalité et de
- 0 fermeture. On a en effet:

- ’. le résultat des intégrales découlant des transformées de

=® Fourier des fonctions de Dirac.
X

-

-
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=" Les v,,(x) forment donc une base orthonormée compléte
= ® continue et toute fonction W(x) se développe de facon
" ® unique suivant les v,(x) :

w(x) = [dpc,v, (x)

[y (i =y(p)

aY(p) n’est autre que la transformée de Fourier de W(X), de sorte

squona: y(x) = [dpy(p)v, (x)

c, = (v, |v)=

On retrouve donc le résultat bien connu des transformées de Fourier
| (cf.EP2.15) : toute fonction W(X) peut étre considérée comme une
=- superposition lin¢aire d’ondes planes, le coefficient multipliant ’onde plane
o ¢étant la transformée de Fourier \V(p) de ¥(x).

-@n écrit souvent pour simplifier le formalisme (p) = (p|w)
- ® C’est la représentation {p}.




= ® Notion de représentation - Notations de Dirac

1. Définition

-

Choisir une représentation c’est se donner une base orthonormée compléte
créte ou continue) suivant laquelle se décompose chaque fonction de &.

—

di

)]

=i

2- \Vecteurs “Kkets” et vecteurs “bras” c,| |[w(X) v(p)
C,| |[wX)| [|(w(p)

w1 |

Cil lw(x" |w(p")

—% -

v (). () ...Iv*(pi)...\

* *

W O(X) oy (X) ey (x‘),,,‘ _

ooooobbo

. @ 3. Correspondance entre ket et bra

|\V>: 7‘1|\V1> +7‘2|\|12> <\|f|_ <\|f1| +A, <\|fz|

=) (]

- @
L
>

M) = A|w) alors (A



|Operateurs linéaires

Définition

4/ Un opérateur A est un étre mathématique qui a toute fonction
' . . |
| 4/ y(r) € & fait correspondre une fonction y'(r) € & définie par: |

B4 v)=Aly)

®Un opérateur linéaire si:A(KJ\V1> ‘|"7L2 '\|I2 >)=A7L1‘\|!1> +M2 ‘\If
]

Exemples :

Opérateur X : ¥(X) — X¥(X)

h 0
Opérateur P :  y(x) > T&W(X)

Opérateur 7 . P(X) — Y(—X)



= Représentation d’un opérateur par une matrice
= :
4 On appelle éléments de matrice de 1’opérateur A dans la
q Pase orthonormee complete discréte {u;} les nombres

complexes A;; tels que :

A A A

A: 2 1 22 Matrice carrée

4
ie u ‘A‘ujkz [ ur COTAU, (0Tdx
: Ligrfe colonne
2 (A A A D
' 11 12
=]
)
@
.
1 9

A A ...A
nl n2

\ nn/




— % Notation matricielle:







h

Le méme formalisme peut se concevoir dans la base continue

, {v_}; on aura en effet :
- -

SOO0OOOOGES



— 4 2. Produit de deux opérateurs - Commutateur

Le produit de deux opérateurs liné¢aires A et B, noté¢ AB
‘est défini de la fagon suivante :

(AB)|y) = A(B|v))

B agit d’abord, A ensuite.

En général, le produit AB est différent du produit BA.

On définit le commutateur de A et B qu’on note [A,B] |
| par ’opérateur :

'[A,B]=AB-BA

Si [A, B] =0, on dit que les deux opérateurs commutent.

SOOOOOOLOOOOOGO



i\ Exemple : Commutateur : [X, P]

Dans la représentation {x} ona:

XPwy(X) =xzd—"'=zxd—\"
1 dx 1 dx

h d h d h
PXY(x) =7 (xy) = Tx Lt Ty

| dX

(XP — PXy(X)) = —?w = Iy

¥ étant quelconque, on aura :

SOOOOOOOOOEOOOGO

[X, P] = i%




h

- %xemple d’opérateur linéaire : Le projecteur

-

On appelle projecteur sur 1’état normé |y) 1’opérateur Py, défini par :

Py = vyl

Comme W(X) = Zciui(x)

-

—

=i

*

C, CTLIEaC G

CZ CZCI CZC; CZCT

SOOOOOOLOOOOOOO O



Faisons agir Py, sur un ket |¢) quelconque, ona :

ARETRIIREAN avec - (v

L’interprétation géométrique de Py, est donc la suivante :

> i

= 4Py agissant sur un ket |¢) donne un ket proportionnel a |y, le

= 4 coefficient de proportionnalité étant le produit scalaire gyl

= c'est a dire la projection de [¢} sur |y : Py est donc I'opérateur

-

- .

On a aussi :
=

- ®  Projeter deux fois de suite sur un vecteur donné est

=@ ¢quivalent a projeter une seule fols.
. @

4 brojection orthogonale sur le ket [y).




_ * . Relation d ermeture
' 9

" g Dans la base orthonormée compléete discrete {u;}, I’opérateur
" g P{u;} defini par :

i

: .A Ir cet opérateur sur nket|w> '
el p ur sur u

-

= ®
_ @
= ®

-J

i_l

= 2

h



“Application de la relation de fermeture : changement de base

s W — e
[

-
| gtelle que :

Joy) =S, e <(Dl‘ui>:S:

| 9
B Les relations de fermeture s’écrivent dans les deux bases

- Yudul-t  Ry- Yalal-s




=9

®  Soit le vecteur |v)

9
| 3 Danslabase {|u;)}ses coordonnées sont C; = (u;|w)

a- Transformation des composantes d’un vecteur :

' ® Dans la base {|o)} ses coordonnées sont b, = (e, |y)
=

® Onadansla base{|0),>}

b = {or]v) = ([P, [v)= (o] 2w {uiw) =2 (e |uip{ui [w)




> 4B- Transformation des éléments de matrice d’un opérateur A :

)
I} gDanslabase{|u,)} les éléments de matrice de A sont :

. : A= (U ‘A‘Uj>
) gbans la base {| oo,)} les éléments de matrice de A sont :
g ® Alm:<co|‘A‘oom>

=
=
=
- D

On a dans la base{|c, )}
Am= (0| Aloy,) = (o ‘P{ui}AP{ui} o)
@

Lo :ZZJ:«D"UMU"A‘ui><uj‘®m>

Lo
2 »

h



= C- Invariance de la trace d’un opérateur A dans un changement de base :

- ® Dans la base {u;}, on a:

(TrA),, = 2(u |A‘uj>

R
9
- ®Dans la base {|w,)} 0N &

(TrA),,,, = > (on|Alo)
En utilisant la relation de fer'meture Il vient:

3 (0 Afu) = 30 o) o Alu)
- T3 o) oAl
S (oAl o)
- Yo Al Zu)u o) = X0 Alo)

SOOOOOOOGGOG




= ® Operateurs adjoints
{ ®éfinitions: A* adjointde A ¢== (u,

A" |u)= (u,|Alu;)

’Cette définition se généralise pour deux kets|v)et |4) quelcongues:

94 (6] A"|w)= (w|A| )

| g Proprietes

(A*)* = A

(A+B)* =A* +B*
(LA)* = A*A*
(AB)* = B*A*

v)=Alg) mmmmm)  (y] = (0|A7

(w'|=(v|B"A" = (y|(AB)'

SOOOOOGOSOS
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= ® Reégles de conjugaison
=

* Pour obtenir D’expression conjuguée d’une
s expression donnée Il faut :
& ® @ Renverser I'ordre des termes,
® - Remplacer ket par bra et réciproquement.

|~ s Prendre le complexe conjugue des constantes.

‘& Remplacer les opérateurs par leurs adjoints.

=

—

L @ Exemple, I’expression conjuguée de kAB‘w} est A (y|B"A"
Y
- @
- &
= 2

h



= ® Operateurs hermétiques

k)
4. Definitions Un opérateur A est hermétique s’il est égal a son adjoint

- |
- :
| @ A= A" Il ’ensuit que les €lements de matrice de A dans une

@ représentation donnée {u;} sont tels que :

* AL g,
= S ]/ JI

®Plus généralement pour deux kets|y)et |¢) quelconques:

(wIA[0) = (0| Alw)

-

-

—




= ® \/ecteurs propres et valeurs propres d’un opérateur

1. Définition A‘() >:a ‘¢> Rechercher les valeurs propres
y e d'un opérateur A revient a

¢a> diagonaliser la matrice associée.

y

—

n

A¢“>:a

n

Alu,)=a,|u,) 1 D (u,|A" =a"(u,]

De¢génerescence

® Une valeur propre peut étre associée a plusieurs fonctions
o Propres linéairement indépendantes.

n

® S'll en est ainsi, la valeur propre est dite dégénerce.

. o\ o BT p

S Al =ae) Alo") =a,|¢")
' @ Le nombre g, de fonctions propres lin€airement
o indépendantes associces a la méme valeur propre a, est

_' Py appelé le degre de dégénérescence de a.,.




2% Equation caractéristique
=

2 Alv) =Ay)
JAl) = MU, lw) = Ac Y AL =1,
' A;\Ujﬂujlw 2 Z<Ui|A‘“j><“j“|’> =L AL ::> |

|

N

Systéme d’équation Z (A, -

det(A — Al) = 0 ()




"_#Recherche des ¢états propres et des valeurs propres associées a un operateur :

: ta résolution de 1’équation

K
B Ay >=24y>
L 9

est bien connue en algebre lin€aire. La diagonalisation de A permet de
¢terminer les valeurs de A et les kets | y> associés.

VOUS DEVEZ ABSOLUMENT SAVOIR
DIAGONALISER UNE MATRICE.

En faisant court, si la matrice A est exprimée dans une base orthonormée :
1) Les valeurs propres sont les solutionsde :  det(A-AZ1)=0
2) On trouve les fonctions propres en résolvant le systéme
d’¢€quations pour chaque valeur de A.

?
B
®
®
)
. ®
&)
L ®
. ®
.9




o Proprietés utiles et fondamentales :

= 4

® ° Les vecteurs propre d’un opérateur sont orthogonaux.
» La matrice de I’opérateur, représenteée dans la base de ses
vecteurs propres est diagonale. Les €léments diagonaux sont les

-~ ® valeurs propres.

_ @ - Les valeurs propres d’une observable sont réelles.

* Le nombre d’¢€tats propres est €gal a la dimension de la matrice.

» La méme valeur propre peut €tre associce a plusieurs €tats
propres. On dit qu’elle est dégeneree.




4. \ecteurs propres et valeurs propres d’un Opérateurh
hermitique

4.1. Les valeurs propres d’un opérateur hermitique sont réelles

; A‘()n>:an‘(|)n> <(|)nlA+:a:<(|)n|

A‘(I)n> 7 an <(|)n ‘(I)n> = an
(0,[A"]0n) =2, (0]00) =2,

Comme A=A+ mm=) a=a,

(0n|A =2, (6]

si |¢,) est ket propre de A avec la valeur propre a,

T
-S>
D)

SOOOOOOLOG GG

Alors (¢.| est bra propre de A avec la méme valeur propre a,,



o o Observables

-

1. Définition

=
2 ® Une observable est un opérateur hermitique dont le systéme

i ® de vecteurs propres{
L 9
| @ complet; c’est-a-dire qu’on a toujours :

<u‘:' u:°>=8nn.6w.

>k

u‘j)} est non seulement orthonormé mais

u“> =1

SOOOOLOSOO



=® Opservables

9 <u[Aly>=<uy; | Alu>*

AU niveau de la matrice représentant 1’opérateur, cela signifie que :
* Les ¢lements symétriques par rapport a la diagonale
principale sont complexes conjugues.

* Les ¢lements sur la diagonale principale sont réels.

NB : une matrice réelle
symétrique non nulle est
toujours une observable

Diagonale principale




2. Exemples d’observables

2.1. Le projecteur :

= ®
! 9
B
- 9
d
-
*
T
.
2
- 9
. @
- 9
- 2




400, Opérateur X :

X est hermitique et son équation aux valeurs propres
s’¢écrit en représentation {X} :

X(Px'(x) = Xl(Px'(X)
Xo(X — X") = x"'d(X — x")
9,(X) = 5(x = X
x|x') =x'|x")
(X[x") = 8(x—x")

j|x><x|dx=1

9
-9
d
e
*
.
2
>
=
-~ @
L
- 2




= ®2.3. Opérateur P :

R ) =pe,X)
I dx

0,0 = Aexp(E)

p|p’) =p'|p’)

(p|p") = &(p—p’)

J1p)(p|dp=1

SOOOOOOLOOOOOOO O




= %3 Observables gui commutent

=9 3.1. Théoreme 1
= )

Y A ¢a> P ¢a>

-~ 9

S AB|¢”) = a,B|¢")
12 AG|6) =2,B¢")
o Bloobife)

:_ : Bl ) =by[x’, )

e .

- .
"

——

h



> 32. Théoréeme 2
-9

2 9 [A.B]=0 ~<

f) =0

Y 5

§ o (on|AB[er) - (¢n >
= (o>

g o 2 (6r[Blor) 2. (#[BJ¢y) =0
X _a Vv lBler) =0

s (a,—a,) (¢ |B|o%)

s ® a.+a mm=) (§0|B[¢2) =0

-— .

- " .

S .

"'-- -.

- .
Z

-

h



> 4 Généralisation
(U, |u,) =8,
(u,|u,) =8(v —v’)
(u,lu,) =0

- ® D |u,){u,| +j|u0>(u0|do=1

B Ensemble complet d’observables qui commutent

SOOOOOGS



@ VIl Opérateurs unitaires

-9 1. Définition U—]_ = U+

uur=uu=1

. .2. Transformation sur les vecteurs

SOOOOOOOGGOG




=4 3. Transformation sur les opérateurs

B 3.1. Définition

w) =Alg)

SOOOOOOOOOOOOGO




2. Exemples d’observables

-

=

0000060 OOOLOOOGG




1 3. Observables qui commutent

SOOOOOOLOOOOOOO O
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1VIII1. Opérateurs unitaires

SOOOOOOLOOOOOOO O




L

Ly

9
K
-
*
e
.
2
>
@
-
*
ke d
>




o

SOOOOOOLOOOOOOO O

L

. Transformation sur les opérateurs
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= 14, Opérateur unitaire infinitésimal

-

=

—

= i

SOOOOOOLOOOOOOO O
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2.4 1X. Produit tensoriel d’espaces d’états
)
| gl. Deéfinition

i

—

SOOOOOOLOOOOOGO
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. Composantes d’un vecteur produit




Produit scalaire dans &

= 4. P
. »
-
-9
9
=
*
L
2
=
-
. B
. B




h

= 5. Prolongement dans  d’un opérateur agissant dans &; ou

=

-
—

= i

SOOOOOOOOOEOOOGO
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Produit tensoriel de deux opérateurs A(1) et B(2)
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. Etats propres et valeurs propres de A(l)



dbbbboooobbioiiw

. Etats propres et Valeurs propres de A1) + B(2)
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Ernest Solvay (1838 — 1922) épris de science et ... ri_che finance un
congrés réunissant les meilleurs physiciens... Le premier en 1911, le
21éme en 1998...

Conseil de Solvay de 1927

Picard Henriot Ehernfest Herzen de Donder Schrédinger Verschaffelt Pauli Heisenberg Fowler brillouin
Debye Knudsen Bragg Kramers Dirac Compton L. de Broglie Born Bohr
Langmuir  Planck Mme Curie Lorentz Einstein Langevin Guye Wilson Richardson




