


Dualité onde-corpuscule :

& Cas de la lumiere;

@ Cas de la matiere,
& Fonction d’onde d’une particule matérielle;
@ Equation d’onde pour les particules

Le paquet d’ondes

Vitesse de phase et vitesse de groupe
% Vitesse de phase;
% Vitesse de groupe

Relations d’incertitude de Heisenberg
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o Lalumiere: Asp e -corpusculaire
> Ondulatoire <= COMDUSCUlITE

Expliqué par Planck &
Einstein

i Coherens La lumiére se propage

Light

- sous forme
Botinie Sia des quantums

i

forme
des grains

Figure 4 Intensity Distribution of Fringes
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onde Electromagnetique

Champ A

Electrique

>

( Direction du
ayon lumineux

— 4 L’onde est décrite par une fonction \I—’(F, t) ® qui sont des
o ® vanables d'espace et de temps. , t=t,

1 °P(rt)
\VARNN &

. 1 Equation de propagation

i g .
. _‘A\If(r,t) -
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d e I'equation de propagation

Fonction d’onde Position Temps

N\

Amplitude Vecteur d’onde Pulsation

—

Longueur d’onde (m) : A =27x/|k Fréquence (Hz) : V = C()/ 272'

Vitesse de propagation (m/s) : V=w/ Hk H = AV

Ondes électromagnétiques (solutions des équations de Maxwell)

O_X’ —) ‘IJ(X,’[) _ \P()ei(k.x—oot)



= ® | Unification quantique des deux aspects & conclusion

.

:|On admettra alors ’hypothese de Max Born (1924) selon laquelle :

)
o v(r.t)est la fonction d’onde du photon, elle caractérise
| g enticrement SON €tat a I’instant t et représente “I’amplitude

® |v(.o]est la densité de probabilité de trouver le photon au

® point r al’instant t.
K
| @ Les prévisions sur le comportement d’un photon ne

& ® Toute mesure perturbe le systéme de facon fondamentale.

= ® 1 est Impossible d’observer a la fois les franges et de




1 De Broglie a généralis¢ la notion de dualit¢ Onde-Corpuscule a la maticre

&

La matiére comme la lumicre doit posséder la double entité
corpusculaire et ondulatoire : les relations d’Einstein valables
pour le photon doivent I’étre également pour la particule.

Corpuscule < > Onde

Variables dynamiques grandeurs caractéristiques de
des corpuscules I’onde de matiere associée

—

E& P < > O & k
Energie et impulsion Fréquences et vecteur d’onde

Matiére <€ > Longueur d’onde




Toutes les particules possédent aussi une nature
ondulatoire et vice versa toutes les ondes
possédent aussi un caractére corpusculaire!!!

I
— 0O =N 2T (= =

- h
T >—>k=k=7rﬂP=ﬁk=E avec @ =271v

(Limite non-
relativiste v << ¢)

5

Loi de Louis de Broglie

A - longueur d'onde

h . constante de Planck
masse de la particule et v sa vitesse mv  :  quantité  de

LA AT I sA A At

m:
-
. 9 La nature ondulatoire est caractérisée par la
PS longueur d’onde de de Broglie A:
ke d
>

A diminue si m, V augmente ou E augmente ’




Lorsque la particule se déplacent a une vitesse V voisine
de celle de la lumiére :

:




Cette relation exprime simplement
I’¢tablissement  d’un  systeme
d’ondes stationnaires sur 1’orbite
comme c’est le cas pour une corde
vibrante.
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Ondes de De Broglie

Les aspects ondulatoires des particules n’apparaissent

pas dans la physiqgue macroscopiques (longueurs
d’onde beaucoup trop petites)

Grain de sable
@i m=10pug,v=1cm/s > A=6.6*10°* m
Etre humain
Wi m=70kg,v=5km/h —>A=6.8*103 m
Electron
i m=91*103kg,E.=1eV—>A=1nm
Ordre de grandeur des distances interatomiques
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= ® Mise en évidence expérimentale de ’onde de De Broglie |

— —

~=~ d

Pour un ¢lectron de quantit¢é de mouvement p et donc
d’énergie cinétique E. = p%/2m , la longueur d’onde associée

Aest: pz :

A(A) = 150

E.(eV) (VoI

S1 on considere que 1’¢lectron sort avec 1’énergie thermique
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]. r * ’ - *
E. ==k;T par degre de liberte. On peut ecrire :

1 3 -
Eo=—mV?=2k,T d’ou a=—"
3

2 2 Af3mkT

La longueur d’onde sera d’autant plus grande que la température est

pﬁhhaa

petite.
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La matiere c’est comme la lumiere a une dualite Onde corpusculaire




onde électromagnétiqgue ou de matiere
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Fonction d’onde et distribution de probabilité d’une
particule matérielle

Comme pour le photon. nous caracteriserons 1'etat dune particule
materielle a I'instant t par la donnee d’une fonction d’onde ¥(r, 1) qui contient
toutes les informations sur la particule. ¥(r. 1) est en general une fonction
complexe.

(R°,R) >C
(r,t) — ¥Y(r,t)

W(r, 1) ) est interpretee comme une amplitude de probabilite de présence de
la particule au point » a I’instant t.

.“P(?)f — W) () est la densité de probabilité de présence de la

| @ particule.
L @ Avec ¥ conjugué complexe de ¥
L ® La probabilité de trouver la particule a I’instant t dans

. ® [’¢lément de volume Br=dx dy az L2
® dP = \tp(r)\ d3r




- :L’état physique d'un quanton est entierement

2 adefini par une fonction d’onde scalaire




Probabilite de presence

= 2dp(M) = [P(r1)]2.d

dp(M) = W(r,t).P*(r.t).d
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Normalisation de ¥

[ Moy de = [ plri).de

espace espace

j dP (M) = 1

espace




BFonction "onde et la distribution de probabilte d"une particule matérielle 7
! 4 Mécanique classique:
La position et la vitesse d’une particule

sont exactement définis a chaque

K o instant du temps.
). 4 Location

L 4 Velocity

Mécanique quantique:

La particule est mieux décrite par son

caractéere ondulatoire avec une
(a) fonction d’onde ¥(r,t).

4 Le carré de la fonction d’onde est une

q Hgh mesure pour la probabilité P(r) que la
Begbgotiiey Wavefunction, ¥ particule est présente dans un élément de

volume dV infiniment petit autour de r.
P(F) = \PZ(F)dVI

4
4
4
) g " La probabilité totale de trouver la particule
4
4 b
»

Trajectory

/ n’importe ou dans I’espace est égal a 1.
) LLow prdbability f QI 2 (¥\A\/ — 1

La mécanique quantique n'est pas déterministe




A La fonction d’onde pour 1’état le plus bas est:

2 v, (X) = J% sin(ﬂ %j

. L

probabilité P(x) de trouver la particule a une certaine position x:

(-

L

&

L L

P(X) = w2 (x) = = sin 2(7[ i] P(x=0) = P(x=L) = 0

Quelle est la probabilité maximale P™a(x) ?:

dP(x) 2 d | . [ Xx}|_
dx de{sm [ﬂfﬂ_o :1/,\ L

,




Un exemple d’une fonction d’onde

jsin(h%):OA

TR A

sin(a) cos(b) = (1/2)(sin(a + b) + sin(a - b))

Pmaxesta X = L/2

La probabilité la plus grande de trouver
la particule est au milieu de la boite!

Remarque: dans le cas classique la probabilité est |a méme
pour tous les x! P(x) est constante!!
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Espérance et écart type

Mécanique quantique:

La position d’une particule n’a plus une seule valeur bien définie mais on peut
trouver la particule avec certaine probabilité dans des régions différentes de
I’espace. La position de particule est décrite par une distribution de probabilite.
La position plus probable est la moyenne de la distribution (espérance en anglais
‘expectation value’).

=9

@ ance de la position <r> d’un électron décrit par la fonction d’onde ¥(r):

—

= 9 v i

= @

PN VA (F)= [P (F)dV =~ ZF P(F;)
PPN \Y; T

- @

és?la valeur moyenne de la distribution de probabilité I1¥(r;)1%> = P(r;). C’est 1
1 ﬁlu’on peut attendre au moyenne si on fait beaucoup de mesures de la
iti@h de I’¢lectron auxquels on obtient chaque fois un certain valeur r;.




Quelle est la probabilité totale de trouver la particule dans la
boite?

L
Pt = jP(x)dx—E Sin ( de
L% L
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Rl %[L—zisin(%” L]—O+Oj
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Equation d’onde pour les particules

dérivons d'une part par rapport au temps, et d'autre part par

rapport a l'espace la fonction d'onde décrite précédemment.
Nous obtenons ainsi :

oY (x, 1) _Iﬁ
- —
O°Y(x, 1)

o

E(K) = %mV2+U(X)= p;f:) FUX)

O (X, t) h° 0°P(x, 1)
ot 2m OX’

R
- 9
=
-
=
L 9
=
e
*
2
>
=

2
J‘(E B pm)woei(p.x—Et)/hdk

_ j U (x,t)we' P dk = U (x, i (x,1)
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h@‘l’(x, t) 1 0"W(x 1)
2

- +U (X, 1)V (X, t)

Ctest la célebre équation de Schrodinger

7 a - OP(r, 1)
{—Z—mA+U(r,t)}P(r,t)_|h =

On remarque qu’il s’agit d’une équation aux dérivées
partielles liné¢aire. Le premier membre représente 1’action sur
la fonction d’onde d’un opérateur H défini par :
hZ
H=-—A+U(r,t)
2m
a‘If(r t)

HW(r, t) = =
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L’équation de propagation de ce paquet d'ondes est :

G, n*

(—)W(1, 1) = —(——)AW(r. 1) + V(1)W(r. 1)
ot 2m

Fonction donde de la Energie cinétique Energie potentielle
particule (avec sa de la particule de la particule
position r)

Une particule est ainsi représentée par une fonction d’'onde :




Planck’'s constant

N

The mass of the particle
being described
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Called the 'cel-squared operator’,
this quantity describes how the
wavefunetinn, W, changes from

one place to another

Describes the forces
acting on the particle

A mathematical quantity czlled an
iImaginary number’. [t is egual to
the square root of minis one

Ciescribes how W
changes its shape
with time




O (r, t)

" AHW(r,t)=in HW(r,t) = EW(r,t)

On peut établir des régles de correspondance entre
I’énergie et la dérivation par rapport au temps et entre
I’impulsion et la dérivation par rapport a I’espace :

E > 72 & PN
ot

Soit encore :
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Pour U = 0 I’équation de Schrédinger s’écrit:

2
_ P g iinft
2m ot

Cette équation admet pour solution :
‘{J(r,t) — L}loe—i(a)t—k.r)
= P 2
Y(r.t )‘ - ‘IPD‘ . Densité de probablite¢ de présence uniforme dans tout

I’espace ! ce resultat n’est pas physique. Une telle onde ne peut pas representer

— 2
. , = 3.
une particule car elle n’est pas de cerré sommable. j (. 0) dr’ diverge.
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L'equation de Schrodinger obeit aux conditions suivantes:

i) La solution de cette équation doit obéir a la loi de
superposition, caracteristique des ondes en general.

Si vy, et y, sont solutions de I'équation d'onde, alors ay, + by,
I'est aussi, a et b sont des constantes.

Par consequent, L'équation d"onde doit étre linéaire et
homogene.

ii) Si I'equation est du premier ordre Enﬁ, Ia
connaissance de y a t = 0 suffit pour co itreyat
ultérieur.

iii) Les previsions de cette equation d'onde doivent se
raccorder avec celles de la mecanique classique.

C'est ce qu'on appelle le principe de cormrespondance.

Ceci suggeére une certaine analogie entre cette égquation et
celle de la mecanique classigque.



Le paquet d’ondes

La superposition des ondes planes de vecteurs d’ondes
voisins conduit a ce qu’on appelle un paquet d’ondes.

(\Ifl _ \Poe—i(a)lt—k1X)
Y -V e—i(a)zt—kzx)
L "2 0

Avec W, = @, — A, et w,=w,+Aw
K, = K, — Ak, et Kk,=k, +Ak

Y = ‘Pl—|— ‘-Pz — LPO (e_i(a)_tt_klx) +e—i(a)2t—k2x))

P(x,t)= 2%, cos(Amt — Akx)e (@'~ )
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L’amplitude de [’onde résultante est donc
2¥ cos(Aw.t — Ak.X) et une photographie instantanée de
cette onde donne une image telle que celle représentée
sur la figure 2.12.

On remarque que la densité de probabilité cesse
d’étre uniforme dans tout D’espace puisqu’elle est
maximale dans certaines régions et nulle dans d’autres.

L’énergie demeure toutefois infinie car la particule
est délocalisée sur tout 1’axe x7x.



fonction d'onde

Superposition de deux ondes
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On peut penser que le modéle s’améliore en
superposant un plus grand nombre d’ondes de fréquences
voisines de sorte que W(x, f) s’écrive :

N 5
W(x, )= D g,e @t ko
n=1

La solution du probleme ne peut étre qu’une
superposition infinie d’ondes planes ayant des vecteurs
d’ondes Kk trés voisins. On parvient ainsi a la définition du
paquet d’ondes dont 1’expression est :

Y(x,t)= J‘j@g(k) (et — k) 4l







fonctions d'onde (en rouge) et amplitudes (en bleu)

Superposition de plusieurs ondes

W=y TV, TVY; TY, TYs

2
| 9
*
.9
=
e
9
=
)
B
9
.
L9
S
)




Y=o, QW T QY3 ... T QW T...

|

Distribution du VECT@UTr position au cours du temps
(fonction d’onde)

p (00 = ot [ o(Ri)e ak

Distribution du vecteur d’onde au cours du temps
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Y :g

Distribution d’amplitude en position ‘ Distribution d’amplitude en vecteur d’onde

~»
_ o
- ®

Isométrie de_ la 400 +00
Lo ore [ [ dF = [ g ok
.(W1’W2)=(¢1’¢2) =4 =







Relation d’incertitude : AK.Ar > 1/2
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w(rt) : fonction d'onde

aP = [yF dr
Probabilite de trouver la particule a l'instant t
dans un volume dr autour de r

JwF . densité de probabilité

JC _r_ //w/Zdr =1

&
=
-
-9
9
=
*
L
2
=
-
. B
. B




l,l/(?: t) : fonction d’onde

dP = |y|2dr
Probabilité de trouver la gqrﬁcu!e a Iirg_st’ant’ t
dans un volume dr autour de r
|wl? : densité de probabilité
[ 1y%dr = 1
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Planck’s constant Called the 'cel-squared operator’, A mathematical quantity czlled an

this quantity describes how the imaginary number'. It is egual to

wavefunrtinn, W, changes from the anuare root of minis nne
one place to another

Cescribes how W
The mass of the particle Describes the forces changes its shape
being describad acting on the particle with time
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Une photographie du train d’onde a I’instant #= 0 conduit a :

¥(x, 0)= g(k)e™dk

\TF

o= ="

1 roo
N2
¥(x, 0)e"™dk

jj\q!(x | t)fdx: f:\g(k)\zdk
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Ce formalisme se généralise dans I’espace a trois
dimensions et on aura :

£ 1 i(K.r—w L
Y(r,t)= G j g(k) e FDgK

¥(r,0)= (27:)3,2 j a(k)e*dk

On utilise souvent en mécanique quantique 1I’impulsion a
la place du vecteur d’onde ce qui condult a :

hy 1 o I
P(r, t)= R | G(p)e'* ="d p

Ou  pnk  G(p)=g(p/h) /R E =ho
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Exemple : Paquet d’ondes carre

Prenons pour g(k) la fonction créneau décrite par :

[ Ak
k —— <k<k, + —
9 (k) = - pour K, > o + >

ailleurs

Tam—

lg-Adef/2 L leghAkd? i
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. ® Variation de ’amplitude g(4) en fonction du module du vecteur
. ® d’onde pour un paquet d’ondes carré quasi-monochromatique




Une photographie du paquet d’ondes a I’'instant £ = 0 est
donnée par :

T g(k)e®dk = e™dk

1
ﬁj_w

Le calcul de I’intégrale donne :

W(x,0)= —2 [em}

Y(x,0)=

F Iko Ak go

N2 | IX

Soit
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maxima minima

zilly
g 2
A -2?1:!&&&

mage a I’instant /= 0 d’un paquet d’ondes carré quasi-monochromatique

Y(X, 0) posseéde une infinité¢ de maxima et de minima

La particule est essentiellement localisée au voisinage de x = 0 avec
une étendue AX égale a la largeur a mi-hauteur du pic central.

AX =2—7T
Ak
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La densité de probabilité s’écrit :

. \
sin(x %k)

AK
X -
\ 2 )
L’énergie véhiculée par la particule est alors telle que :

W(x,0) =¥(x,0)¥ (x,0)=¥2

NS
W P x OV —w [ A= o 2
— X, X = X =

I_w| ( ) 0.[_@ XA_k AK
\ 2
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Bt Vitesse de phase et vitesse de groupe
1_ Vitesse de phase

A I’intérieur du paquet d’ondes se superposent plusieurs
ondes monochromatiques de phase a = k.x - ot. Chaque
plan d’onde, caractérisé par une phase constante, évolue
au cours du temps

y oW o
dt . odt k
Q)
K

L’expression vectorielle : —=> V =

_= o ho E

g » Propagation d’un photon dans le vide V, = " = K = : =C




= ® Vitesse de groupe

Lorsque le milieu est dispersif et c’est le cas le plus
général, la propagation de I’onde centrale s’effectue a une
vitesse différente de celle des ondes latérales participant au
paquet. Pour déterminer la vitesse a laguelle se propage le
centre du paquet nous allons développer w(k) en une série
de Taylor autour du nombre d’onde moyen k; et dans
I’intervalle Ak mesurantl ¢tendue de g(k), soit :

02w (k — k)
dkz)k “ 21

= ® o(k) = a)(k)+( )k o (K= Ko) + (=~

En se I|m|tant au premier terme du développement et en
posant : g(k,) =c, (‘(’j_i))kko _

(k) = o(k,) +V, (K — k;)




' @ Enintroduisant @(k) = a(k,) +V, (k — k)
dans le paquet d’ondes décrit par
PoL0- [ G000 T

|_#® en utilisant pour simplifier un paquet carré, on obtient aprés un calcul
@ simple :
K

. . LAl .

_ _ —i(k—k t—
$W(x, )= gye " [ 2 g(k)e Mk
4 2
® Le calcul de ’intégrale conduit en définitive a :

W(x, t)= A(x,t)e (@)




*
-#® Ou
_ Ak

2 = (Vgt=x)

| g "amplitude d’une onde approximativement monochromatique et kX — @l
PN comme sa phase
*

sin[A7k (V t—x)]

A(X, )= g, AK

sin z
A(X, t)= g, Ak —— avec Z=A7k<\’gt—X>
Z

Sin z
biw f(2)= —

le@asse alternativement par des maxima
|dg§ minima dont les valeurs sont faibles
mparées a celles du maximum principal /™,
7 =0 et converge rapidement vers7Zéro ™ \/’

~
—
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y - Ae
L9 Ak

r 1 i(K.r—ct) 41,
Vi 0= b st R

V, = Wka)(R)‘

v do d(hw) dE
° dk  d(rk) dp
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y _do_d(e)  dE
9" gk d(rk)  dp




La vitesse de groupe correspond donc a la vitesse de
déplacement du centre du paquet d’ondes pour lequel
toutes les ondes sont en phase.

La vitesse de groupe serait égale a : V, = Wkw(E)‘k -

Les composantes du paquet
d'ondes se translatent avec la
vitesse de phase v,

Le maximum du paquet
d'ondes se déplace avec la

vitesse de groupe Ve
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La particule est associée a un groupe (paquet)
d’ondes dont le maximum se déplace a la vitesse de

la particule!
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=% |Cas d’une particule libre non relativiste:
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' Seule la vitesse de groupe a donc un sens physique.




|Relati0ns d’incertitude de Heisenberg
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| Relation position — impulsion (Inégalité spatiale) |

| A partir

—

=9 + Train d’onde a une dimension

Pogfion mal définie, guanfiié de mowvernen!

hign dafinia
AMANANA
(FERTARVIRT)

Pogfion mieux définie, guaniiie de mouwvement
hien définie

i

Pogfion bien définie, guantifé de mouvement
mel définie

: pzx —  Ap.Ax~h

| Inégalité (ou Incertitude) Spatiale d’Heisenberg | <:D




Position mal définie
Quantité de mouvement bien définie

x> —AAAAAAAAAMAAAAAAL—

Position mieux définie
Quantité de mouvement moins bien définie

ANANDNN
Y (VAVAVAVAYS

Position bien définie
Quantité de mouvement trés mal définie

- A

Position tres bien définie
Quantité de mouvement trés mal définie

i, A

Fig 6.5 ABCD IHlustration de notre discussion de
Ia relation dincertitude position-quantité de mouve-
ment. Une position bien déefinie requiert un train
d’'onde court. Une gqgquantité de mouvement bien
definie requiert de nombreux cycles de sinusoide

bien développés. Ces deux conditions sont en conflit
IN'une avec I'autre.
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Temps mal déefini
Fréguence tres bien définie

> —AAAAANAAAAAAAAAAL—

Temps mieux défini
Freguence moins bien définie

NANNANAN
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T emps bien déefini
Fréguence tres mal définie

N
'8

Temps trés bien défini
Fréeguence tres mal définie

Figc., 6. I8 ABBCD IHHlustration de Ia relation dincer-

titude temps-frégquence. Ces figures sont identiques
aux figures 6.5 ABCD, sauf les légendes.
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. Hq. Transformée de Fourier |
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Fonction d’onde

J(x)
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Transformée ! I de Fourier
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Fik)

Dispersion du
vecteur d'onde




AX.AP=> h

AX.Ap, = h
AYy.Ap, = h

AZ.Ap, =7

Ces relation d'indétermination montrent que si on
connait parfaitement la vitesse de la particule.
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| Relation temps - énergie (Inégalité temporelle)

5! Ax~Ak

Vg A

AX

At . Aw ~ AK.AX
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At WA @ ~ hAK.AX
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AE.At =Ap.AX
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Certains couple de grandeurs en
interaction  constante, comme
vitesse-position ou temps-énergie,
ne peuvent étre déterminés
simultanément avec le méme degré
de précision




Comparaison physique classique/quantigue

La mécanique classique est une théorie générale qui explique
des phénomeénes lorsque la mécanique classique échoue. La physique
quantique se ramene a la physique classique lorsque les systémes
¢tudiés posseédent des masses, des énergies ou des températures
suffisamment élevées, ou, formellement, lorsque la constante de
Planck devient infiniment petite : h — 0. Le tableau suivant résume
les principales différences entre la mécanique classique et la
mécanique quantique.

Classique Quantique
Position et quantité de mouvement ArAp = §
sont toujours exactement déterminés W(r. t), P(r.t)
Spectres d’énergie continus Energie quantifiée
E(T=0)=0 E(T=0)>0
Lois de Newton Equation de Schrédinger
f=mid=m%t HW(r,t) = ih¥
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Ernest Solvay (1838 — 1922) épris de science et ... ri_che finance un
congrés réunissant les meilleurs physiciens... Le premier en 1911, le
21éme en 1998...

Conseil de Solvay de 1927

Picard Henriot Ehernfest Herzen de Donder Schrédinger Verschaffelt Pauli Heisenberg Fowler brillouin
Debye Knudsen Bragg Kramers Dirac Compton L. de Broglie Born Bohr
Langmuir  Planck Mme Curie Lorentz Einstein Langevin Guye Wilson Richardson




