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Probléeme N° 1 : Effet Compton (7 points)

Compton observa que les rayons X diffusés possédaient une fréguence v, inférieure a
celle des rayons X incidents de fréquence vy, et que I’angle de déviation O des rayons X
diffusés était fonction de la différence des fréquences. Dans cet exercice, On cherche a
établir cette relation.
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1) La fréquence de Ionde incidente est v; = 2,00x10%° Hz et la fréquence de ’onde
diffusée est v, = 1,79x10®° Hz. Quelles sont les longueurs d’onde dans le vide
correspondantes et la nature de ce rayonnement ?

2) Quelle est 1’énergie E, de 1’électron diffusé (supposé primitivement au repos) en eV ?

3) Quelle serait la vitesse de 1’¢lectron diffusé en mécanique classique si sa masse m est
9,1x10 kg ? Justifier la nécessité de considérer un modéle relativiste.

4) Donner I’expression de 1’énergie d’un photon en fonction de sa quantité de
mouvement.

5) Plus généralement, 1’énergie relativiste (énergie de masse plus énergie cinétique)
d’une particule de masse m et de quantité de mouvement p (de norme p) s’écrit sous la
forme :

E=/p°C* + m°C*

Retrouver 1’expression de 1’énergie du photon de la question précédente.

6) En écrivant la conservation de la quantité de mouvement du systeme photon-électron
au cours du choc, avec I’indice 1 pour photon incident (p, ), 2 pour photon diffusé (p,) et
pas d’indice pour 1’électron (p ), montrer que 1’on obtient la relation :

p* = p; + p; — 2p,p,-c0sO
7) En écrivant la conservation de la masse-énergie, montrer que 1’on obtient la relation :
p* = (p, = P,)* — 2mC(p, - p.)
8) En utilisant les deux résultats précédents, montrer que la déviation 0 vérifie :

doy— Ay = mLC(l ~ c0s0)

Calculer I’angle 0.
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Probleme N°2: Puits de potentiel infini (8.0 points)

Soit une particule de masse m et d’énergie E. Elle se trouve piegé dans un puits de
potentiel carré qui est infiniment grande devant I’énergie E de la particule.
Le potentiel est défini comme suit :
00 pour x¢{ O
V(x)=<0 pour 0<x<a
o0 pour X) a

1- Représenter graphiquement le potentiel carré V(x) 0.5

2- Résoudre 1’équation de Schrodinger stationnaire dans les différentes régions. 1

3- En écrivant les conditions de continuité aux points x = 0 et x = a, déduire les valeurs
possibles de 1’énergie E, de la particule dans le puits et la fonction d’onde wy,(X) associee
(yn(X) doit normeée). 25

4- Représenter les 3 premicres fonctions d’onde ainsi que les densités de probabilités de
présence. 2

5- Genéraliser a 3 dimensions pour trouver les énergies de la particule. Expliquer la
dégénérescence des niveaux d’énergie (le degré de dégénérescence des trois plus bas niveaux
d’énergie). 2

Probleme N°3 : Probabilité de présence et valeurs moyennes (5 points)

Dans un probléme a une dimension, une particule est décrite a 1’instant t = 0 par la

fonction d’one :
V(0 =p00 = Nexp(- Xy exp(P2%)
1
Ou a et pg sont des constantes réelles. .
1) Donner les dimensions des constantes a et po. .
2) Calculer la constante de normalisation N. Déduire sa dimension. .
3) Tracer la fonction densité de probabilité de présence.
4) On mesure la position de la particule ; quelle est la probabilité de la trouver entre — a/2 et
+a/2 ? 1
5) Calculer les valeurs moyennes de x et de x°. En déduire ax = [(x?) — (x)? . Interprétation
ooy )

physique.
2r

_ar 3
On donne : J'O r’e adrz% & (X)=(y|x|w) =IW*(x)xw(x)dx
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Correction de I’épreuve de la Mécanique Quantique

Solution du Probleme N° 1 : Effet Compton

1) On déduit la longueur d’onde d’apres la relation A = C/v:

M =1,50.1%m=150pmeti,=1,68.1"%m=168pm

On est bien dans le domaine des rayons X durs.

2) En supposant la conservation de 1’énergie au cours du choc, on obtient :
E.=E;—E;=1,39.10" J = 87,6 keV

3) En supposant un modele classique, 1’énergie cinétique de 1’¢électron s’exprime par :

E. = %mvz = v= Zn'ie =1,8x10° m/s =~ 0.58 C
Nous trouvons une valeur non négligeable devant C = 3,0.108 m.s™. Il faut donc passer en mécanique
relativiste.
4) On retrouve I’expression de I’énergie E = hv = hC/A en fonction de la quantité de mouvement gréace a
la relation de Louis de Broglie A = h/p : E = pC.
5) Le photon ayant une masse nulle, on retrouve bien pour son énergie E = pC.
6) La conservation de la quantité de mouvement avant (électron immobile) et aprés le choc s’écrit :

Pp=P, P =P =P, — P,
et en élevant au carré, sachant que le produit scalaire pipa2 correspond a p;xp, cos6, on obtient :

2 2 2
p* =pi +p; —2p,p, COsO
7) La conservation de la masse-énergie s’écrit, sachant qu’avant le choc 1’électron était quasi immobile :

p,C + mC? = p,C + /p?C? + m*C*
En élevant au carré, on obtient :

p2C2 = [(pl - pz)C + mcz]z
=[(p, - p,)CI’ + 2mC*(p, — p,)C + m*C*

On trouve aprés simplification :
p2 = (pl - p2)2 + 2mC(pl - pz)
8) En égalant les deux expressions de la quantit¢ de mouvement de 1’électron :
Pl + P —2p;p,€0s0 = (p, — P,)* + 2mC(p; - p,)
= P; + Py = 2P, + 2mC(p, — p,)
On déduit la relation : 2p;.p2(1 - cos 0) = 2mC.(ps - p2) avec : p1 =h/A; et p2 = h/A,
Soit :

H.L(l — €0S0) = mC(ﬂ - l) = A, — A = L(1 — €0s0)
Ao, Ao A, mC
Pour la diffusion Compton étudiée, on calcule 1’angle de déviation :
mC* v, — v,
cosf=1- ———-+= = 0=226°
h vy,

Solution du probléme N°2: Puits de potentiel infini

1- La représentation graphique du potentiel carré V(x)

0
Puits de potentiel infini
2- Résolution de 1’équation de Schrodinger stationnaire dans les différentes régions.
L’¢équation de Schrodinger stationnaire s’écrit :

dataelouardi.com 3/2 Pr. ELOUARDI ELMOKHTAR



Faculté polydisciplinaire de Safi Université cadi ayyad

2
—h—A\y+V\|J =Ey = A\|J+2—r2n(E—V)\|1 =0
2m h
* dans la région l et l1l: V(x) = o = y(x) =0
*dans larégion Il : V(x)=0 = w(x) = Acoskx + Bsinkx
2mE
k? = 2

3- Les conditions de continuité aux pointsx =0etx=a:
* les valeurs possibles de 1’énergie E de la particule dans le puits.

v,(0)=vy,(0) =0 =N A=0
‘Vu(a) = \Vlu(a) =0 = ka = nnt
D’ou I’énergie E de la particule dans le puits E - nzn®
" 2ma’®
Et les fonctions d’onde associée v, (X) = Bsin %X

[Tvieow,0dx =1 = [Bf* foasinz(%x)dx —1

Bl ca
:uj (1_C052n1cde:| =1
2 Jo a 2
= B= E
a
2..n
\un(x)=\Fsm—nx pour 0< x < a
a a
=0 pour Xx( 0 et x ) a

On peut encore écrire y, (X) =\/§sin %x
a n

. . 2a . .
En associant une longueur d’onde A, = — a la particule.
n

4- Représentation des 3 premieres fonctions d’onde ainsi que les densités de probabilités de
présence.

& -0 X —

Energies discrétes et fonctions d’onde des trois premiers états de la particule
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g ®
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AA ne=2
e 12
—-_./.__— s _ssvane " TS0 =1

o . a2 L a x
Les densités de probabilité associées

5- Genéralisation & 3 dimensions pour trouver les énergies de la particule.
Les énergies propres et fonctions propres suivantes de la particule.

her?
2ma’

x = (n; +nj +n2)

Ny,ny

i T . T . T
Wn, i, x (X,¥,2) =Asin(n, —x)sin(n, —y)sin(n, —2)
oy a a a
La constante A s’obtient en normalisant la fonction d’onde :
I\V*n oy, L, (XY, Z)dV =|A|2 Iasinz(nxEx)dxrsinz(nyEy)dyj‘asinz(nzEz)dz
x Ny Xz x 1Ny Xz 0 a 0 a 0 a

on aura aprées un calcul d’intégration simple :
8
Al = «/;

En posant n® =n? + n? + nZ, on peut écrire enfin :

h*m’ 8 . T\ . T\ . n
E,=N"— Wn, i, x, (X Y12) =, /—3 sin(n, =x)sin(n, —y)sin(n, —z)
2ma a a a a

Dans ce cas, une méme énergie peut correspondre a plusieurs fonctions propres car plusieurs jeux
des nombres entiers ny, ny, n, peuvent donner une méme valeur de NZ% On dit alors que 1’énergie est
dégénérée; son degré de dégénérescence g est le nombre de fonctions propres linéairement indépendantes
correspondant a cette méme valeur de 1’énergie. Il est facile de déterminer le degré de dégénérescence g
comme le montre le tableau suivant :

hen?
Ona: El oma’
Energie Combinaisons (ny, Ny, N;) Degré de dégénérescence
3E; (1,1, 1) 1
6 E; 2,1,1),(1,2,1),(1,1,2) 3
9 E; 2,2,1),(2,1,2),(1,2,2) 3

Solution du probléme N°3 : Probabilité de présence et valeurs moyennes

b

w(x,0) =y () = N exp(—) exp(”“’7°x)

1) Les dimensions des constantes a et po.

[a]=L [Po]=MLT *car [P, ]= M - 'V"-IZ_T_l — MLT™ :quantité de mouvement
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2) La dimension de la constante de normalisation N.
[Tlweof dx =1

o 2 o 2% o
|N|2Loe2adx=2|N|2J'0 e adx =2|N|2(—%)[e Za]aﬂo =|N|2a=1

S ONj=E = N=

NEY

1 a une phase prés
Ja

— [N]=L"?
* Calcul de N
3) Tracage de la fonction densité de probabilité de présence.

4) Mesure la position de la particule : La probabilité de la trouver entre — a/2 et +a/2.

a a, [ 2 g pro -2 1, a, = 1
p(_5%5)=j%|y/(x)| dx=2|N["[ e dx =2_(-)le *]=1- =063

5) Calcul des valeurs moyennes de x et de x.
(x)=0

() = [ Tl f dx= 2N [ e o222 2

G

a
V2

dataelouardi.com 6/2 Pr. ELOUARDI ELMOKHTAR



