Faculté polydisciplinaire de Safi Université cadi ayyad

Meécanique quantique — SMC (2014 - 2015)
Série N° 6 (Facultatif)
Exercice N°1
Soit un systéeme physique décrit, a un instant t=0_ par le vecteur état |¢5> et soit

H V) } _ 5, ne base orthonormée. Dans cette base. I'opérateur Hamiltonien H s'ecrit:

H|V,)=ho|V,). H

;) =0

H|V,)=-ho|r;) . H|V,)=3ho|V,)
Le vecteur état |¢) est une combinaison lineaire de quatre vecteurs normes:

0)=—5 1)+ 5172) + ) +l7)

8

1) Quelle est la norme de |¢‘J} ?

2) On mesure. a t = 0, I’énergie du systeme. Quelle est la probabilite d’obtenir 0?

3) Lors d’une mesure de H sur |;sﬁ) . quelle est la probabilité de trouver le systéme dans 1’état
%)

4) Quelle est la valeur moyenne de I’opérateur H pour |¢5> ?

5) Quelle est la probabilite d’obtenir précisément cette valeur moyenne lorsque 1’on mesure
’observable associee a |’operateur H pour ‘r;ﬁ} ?

6) Quel est I'écart quadratique moyen correspondant a cette valeur moyenne ?

7) Quelles sont les conditions nécessaires pour qu'un ensemble d’opérateurs constitue un
ECOC . L'ensemble {H} vérifie t il ces conditions ?

8) On fait evoluer vecteur etat |g.ﬁ;" dans le temps. Donner 1’expression de |¢5(f)>. Quelle serait

la probabilité de trouver le systeme dans 1'ctat |V3} ?.Conclusion?
Exercice N° 2
On considere un systeme physique dont I'espace des etats, a trois dimensions.
est rapporte a la base orthonormee formee par les trois kets |¢ﬁl} . |¢i,> . |;z53) . Dans la base

de ces vecteurs, I'opérateur Hamiltonien H s'ecrit:
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a l'instant t=0. le systéme physique est decrit par |1;f(0)) =| ;zﬁl} :

1) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de H

2) On effectue une mesure de l'énergie a l'instant t=0. Quelles valeurs peut-on frouver?.
avec quelles probabilites?

3) On suppose que le résultat de la mesure est E;/2. Quel est I'état du systeme juste
apres la mesure?. Quelle est l'influence de la mesure?

4) calculer |t;f(r)) a un instant t donne. Le systeme a t-il évolue?

5) Calculer la wvaleur moyenne <H> dans 'état |r,.ff(0)). Calculer de deux facons

différentes <H> dans l'état |:,u(r))

Exercice N° 3

On considere que l’espace des etats a trois dimensions est rapporté a la base
orthonormeée {|ju;>} =1 23. L hamiltonien M et deux observables A et B sont représentées par
les matrices.

(1 0 0) (1 0 0) (0 1 0)
H=hw, 0 2 0 A=a/ 0 0 1|, B=b1 0 0O
] | ] | ] |
lo o 2 lo 1 0 lo o 1)

Mp. a et b sont des constantes reelles positives. A I'instant t=0 le systeme physique et

1 1 1
—=|0) + S[w) + S |Ts)
2 2 2

N

1) On mesure a t = 0 I’eénergie du systeme. quelles valeurs peut-on trouver et avec
quelles probabilites ? Calculer dans 1'état |'W(o)=. <H= et AH

décrit par : |w(t=0)) =

2) Au lieu de mesurer H a t = 0. on mesure A. Quels sont les résultats possibles et
leurs probabilités 7 Quel est le vecteur d’état immediatement apreés la mesure ? H et A
forment elles un E.C.O.C

3) Calculer les valeurs moyennes a ’instant t <A=¢ . <B>¢

4) Quels résultats obtient-on si I’on mesure [’observable A a ’instant t.
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Exercice N° 4
On considére un systeme physique dont l'espace des états qui est a trois

dimensions est rapporte a la base orthonormee formee par les kets {|§"5a }} ,, H et A sont

di=12,

representes par les matrices :

(1 0 2) E“D 1 0)
H=ho/0 3 0 : A=$1 0 1
2 0 1 01 0

1- A est - il hermetique?
2- Calculer ses valeurs propres et ses vecteurs propres dont on donnera une forme

normalisee.

3- Verifier qu’ils sont orthogonaux.

4- Calculer les matrices représentant les projecteurs sur les vecteurs propres. vérifier que
ceux-ci satisfont a la relation de fermeture.

5- Determiner les valeurs propres et etats propres de H dans la base {|¢;>}. Le spectre de
ces operateurs est-il degenere ?

6- Supposons qu’a t=0. le systeme physique est deécrit par [y(0)>=¢1>.

a- Quels sont les valeurs possibles pour une mesure. a t=0. de H ou de A et avec quelles
probabilites
a- Quels sont les valeurs possibles pour une mesure. a t=0. de H ou de A et avec quelles
probabilités

V2> ?

b- Quelle est la probabilite de trouver le systeme dans 1'¢tat

c- Montrer si ces operateurs forment un ECOC ?

7- Le systeme physique a maintenant eévolue dans le temps.
a- Donner I'expression pour y(t)> au temps. t. différent de zéro.
b- Le systeme peut-il se trouver dans 1'etat |$3=. s1 oui avec quelle probabilite.

c- A quel instant, tz0, le systéme ne peut se trouver que dans [’état |§1>
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Correction de la Série N° 6 (Facultatif)

Solution de I’exercice N° 1
les quatre équations sont des équations aux valeurs propres:, hw, O,
- hw et 3 hw. Les quatre vecteurs propres constituent une base orthonormée.

1) Le vecteur état |¢5> est combinaison linéaire des vecteurs de la base

orthonormée.
) 2 2, W2, 42
"1\“ (1Y (1Y (1Y 11011 4+2+1+1
== | +|= | +|—= —J— — 4 == " "]
- A S I 5 R v A
e (mle) 11 1
2) La probabilité d'observer la valeur propre O est : B="rr=——=—
(2| &) 22 4
3) La probab de trouver le systéme dans [Iétat |F;) est:
R 1o S W Ut
) (ele)y BB 8
i 1 ™y
=
(her O 0 o 1
_{elHlg) (1 1 1 1o o o o 2 3,
4 (#) = (o] &) _‘ﬁ 2 B SJ o0 0 o o || 1 | 4h0
L0 O 0 31?0)_} NG
1
\_JS_/'

B) La probabilité est nulle, car la valeur propre 3fiw /4 ne correspond d aucune
des valeurs propres de H.

6) I'écart quadratique moyen

’ 2 2 9hTe?
(am)” = (= (1)) = () — (m)’ or (H) ='31;°
i 1 ™
NG
[h*e® 0 0 o | 1
2 - ~ | —
gy WOENY) (11 1 1y 0 0 00 |2 14y,
< > {Gﬁ|¢'> x_‘JE 2 Wz .E/J 0 0 hiew 0 RN L
Lo o o oh’ed’ NG
1
B

2 14 9 o 19 .
(AH) = — W’ —— W’ =—— Mo’
= 16 16
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7) Conditions :

- Les opérateurs sont des observables (hérmitique + l'ensemble des vecteurs
propres de chaque opérateur constitfue une base orthonormée)

- Les observables commutent deux d deux

- Il existe une base orthonormée de vecteurs propres commune a l'ensemble des
observables et cette base est unique

L'ensemble {H} vérifie t il ces conditions ?
- H est hérmitique et I'ensemble des vecteurs propres de H {

V) }[_=1_2 ,,constitue

une base orthonormée
- [HHI=0

- La base de vecteurs propres de H est unique car aucune valeur propre n'est
dégénérée.

Donc l'ensemble {H} est un ECOC

. o —LHt —;Hr e—;m e—%Hz
8) [pD)=e" " |g) = N 77)+ S > |73) +ﬁ|"’3> +ﬁ|ﬂ}
e—:‘ax —:3(.1
- SRy 317y <) + )
La pr*c-bab'li'l'é de trouver le systéme dans I'état V. ) est :
—a(u eir—.n‘ 1

P, - pu—
) (gﬁ[r]|¢5{r)} J‘Jg 8

Conclusion : cette probabilité reste inchangée dans le temps

Solution de I’exercice N° 2

E E_ |
E o o
° 242 242
E
H= j_ E, 0
E
o 0 E, |
L 242 }
1- Deéterminer les valeurs propres et les vectewrs propres de H
. E E
E _‘I‘,_ ] o
° 242 242
E
j_ E,—A 0o |=0 =
E
.j_ 0 E, —/
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valeur propre associée Vecteur propre de H
e 2o V1> = 101> - 5 1625w 193>
Eo= E,

1 1
V2> = E |h2>- E | 63>
3E,

Es=

1 1 1
V3> _E |p1> + E|¢2>+E|¢3}

2- On effectue un mesure de l'énergie a l'instant t=0. Les valeurs que nous
pouvons trouver sont les valeurs propres de H.

P, =lFlv @) =fwla) -2

s

J |

B., =|[m v @) =|7|a)f =0

Poe, = [l =[] -

I~.J|l—l

. E .
3- On suppose que le résultat de la mesure est .—,ﬂ — le systéme est dans

-

I’état|V]) .
L’état du systéme juste aprés la mesure est :
B, 0
)=l avee 1, =Ly,
Jw©IB, v () Comm)
e LYi ALY

N Iy
RGa =% (@)l =)=

Donc |W) =| P{)

C’est I’état ou se trouve le systéme. Donc la mesure n’a pas perturbé le
systeme.

4- Calculer |w(t)>.a un instant t.
w@)y=e" |y )
~La i T | 1 h
lw®)=e’ |a)=e" r[jﬁﬁﬁmﬂ
LN /
1 S 1 Z2%
SE T e )

_o .
e 24

a
S e

Puisque |w(r)} #* |w(0)) on peu dire que le systéme a €évolue dans le temps
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5— Calculer la valeur movenne <H> dans 1'état | W(0)=-

(H), = (WO | H|w(0) ={i| H |&)

( & E, E,
° 2.0z 22 (1)
E
—(1 0 0) —= E o [lol=E
[ )ZJE o a
| o)
| _Ee 0 E \
L 22 * )

Calculer de deux facons différentes <H= dans l'état | wt) >.

1 1 e, ) s 1 e, )
H) = 0|\ H r=—V+—e’“‘V|HV—|——e”V|
(22), = (wlatly) =3 (il gze 5] a0 e e 1)
<H>.r :Eﬂ
= (H>: = {H}O An cours du temps la valeur moyenne n’a pas varie
Solution de I’exercice N° 4

1- A estréel et symetrique par rapport a la diagonale done il est hermeétique
2- Cherchons les valeurs propres

F
O— A — O
NG
il Fi ., A h Ah
det( 4 — AN = — 00— A —_— [=0 = —A(AT ——)—— =0
0 i 00— .A
2
., HR* Al
—A(AT —— =0
AL 2}+ >

— A%+ Ah® =0
AAT—RH)=0 = A(A—hWA+k) =0
Les valeurs propres sontdonc A=h4. A=0, A=—-h

Cherchons les vecteurs propres

Pour A =0
s B s
o—o 2 o pe 0=
2 PN 2 )
[ h Fi h B=0
0o—-0 — =0 S < o + ¥ =0 =
;) =7 NN o=y
h R h
0 —= 0-0 yé) =0
NE J SN Y
D’apres la Relation de normalisation
2 2 2 2 2 1
lee|” = |8 + |/ =1 = |o:|2 +~ =1 =|e = 5
donc .t:tf:i £=0 et ;/:_L
' N NG
Le vecteur propre |PF{> associe a A =0 s’écris donc : |FI’]> =L|¢i> —L| 5353)
NG NG
Pour A ="
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I h 3 [ B
o-h —&— 0 —ah+ B =0= _
JE ’ﬂ,'\ 'JE o = 1'3
h h h h NG
—— 0-h — || Bl=0 > lo———pBh+y—=0 =
NG N NG NG __B
h \ 7 h N
0 — 0-h ——=—yh=0
\ NG N

.

|.:1'|2 + |}rf-}’|2 + }’2 =1 = 2|r_1'|2 + |J.{i’|2 =1
D’apres la relation de normalisation J 1 1
onc o=y =3 et O _ﬁ

Le vecteur propre |FF"2> associeé a A =h s’écris donc : |W’2>=%|¢1} + %hﬁz) + %|@}
2 2

Pour A =-h
g h N [ h
0+h 0 cgh+ f—==0= _
NG = ' N =F
i h h h 2
— 0+h — =0 = a—+pPh+y—=0 =
Na = |7 |“ET R =5
h i h 2
| 0 ﬁ U+f?.; h }8$+;/F?=U
.(|r_1*|2 - |,a.*f-}’|2 + |;./|2 =1 = 2|r1|2 - |,a.*f-}’|2 =1
Drapres la relation de normalisation < 1 1
1donc ::::z;lsz ef ;3:—3
s v . 1 1 1
Le vecteur propre |FP’3> associé a A =—h s écris donc : |W;)—E|¢ﬁl> — @Hﬁz} + E|¢§3>
3- WVérifier qu’ils sont orthogonaux.
F 1) £1)
2 2
mimy=(J= 0 &) |- mim)=( o ) - |-o
EE Y B e B
1 1
(2 L2 )
1
2
mim=(2 = 2-Fl0 mm=(mm) - -1
23 (2 -\16 2 \/E ’ 11"1 2772 31773
1
>
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4- les projecteurs sur les vecteurs propres,

Université cadi ayyad
1 ! —1)
N 2 7 =z
|w (| =| o [i 0 _—1\]= o o0 o
! N"’E 2 )
—1 —1 —1
_ _ O _
\ 2 AN 2 2 A
(1 SR U |
I3 4 22 4
1 1 1 1 1 1 1
W M|, = —/—||l— —/— —|= -
Ll e I e e
s LI . |
L2 L4 22 a4
1 (1 -1 1)
2 4 242 4
-1 /(1 -1 1 —1 1 —1
O (w, | = —= | — —|= —
O v V) b eSS -
1 A |
2 L 4 2.2 4
‘1 0 0)
[P |2 ) (| + [Py (m|=| 0 1 0=
0 0 1)
5- les valeurs propres et états propres de H dans la base {|[1j>}.
1 0 2)
H=hw|0 3 0

2 0 1)
On constate que F, = 3fie est déja une valeur propre de H associée a |gs§2>
Vérifions que H|¢) =3ho|d,)

1 2)
On diagonalise donc la matrice réduite : H'= ﬁ(g[

2 1
qui sont :

HaMe)
—he, 3he

On procede de la méme maniére que pour A. On trouve les deux aufres valeurs propres de H

pour lavaleur propre E, =—he ontrouvelevecteur associé |P}} = %| qf:i} —%| 1;353)

. 1
pour lavaleur propre E, =he onirouvelevecteur associé |V3} = $| Q} +

1
6- a- Les valeurs possibles pour une mesure de A sont les vecteurs propres de A
dataelouardi.com
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Vecteur propre de A valeur propre Probabilité
associée
my=—tsl) —la) M= 0 7o~y 1
) =3la) + 75la) +Sla) . w- G+
) =514) = i) +51e) ek sz%:i

Les valeurs possibles pour une mesure de H sont les vecteurs propres de H

Vecteur propre de H valeur propre Probabilité
associée

ICATC) /N
e L () |u(o)) 2

%) =514) — 51 £ ——ho

72) =) b _mlvo)  wlvo) 1
? ED T (0| w@) (@) 2
1 1
op  _lmlvo)

P ==
AR ZOTZ0))

c- Pour ’ensemble {A} :

- L’operateur A est Hermetique. La base de ses vecteurs propres est orthonormee. Il
constitue donc une observable.
- [A.A]=0

- {| FP:.}}__I ,, estune base de vecteurs propres de A et les valeurs propres sont non

dégeénérée. Donc {A} constitue & lui seul un ECOC.

Pour ’ensemble {H} :

- L opérateur H est Hermétique. La base de ses vectewrs propres est orthonormee. 11
constitue donc une observable.

- [H.H]=0
- {| Vi)}-=1 ,, estune base de vecteurs propres de H et la valeur propre 3fhie est deux

fois dégénérée. Donc {H} ne constitue pas a lui seul un ECOC.

Pour I'ensemble {A.H}_:

- Les operateurs A et H sont Hermetiques. Les bases de leurs vecteurs propres sont
orthonormeées. Ils constitnent donc des observables.

- [H.A]=0 est-il vrais ?

1 0 2) (0 1 0) , [0 3 0)

HA—=hol 0 3 0%-1 0 1 =i’,"_"-3 0 3
2' 1

(2 1)¥“lo 1 o lo 3 o
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i

" o 1 0 1 o0 2 2 fo 3 o0

A =211 0 1|lhewlo 3 0|=L213 o 3
JZT . 'JZT'

o 1 o) {2 o 1 lo 3 o

Donc [H.AJ=HA-AH=0
- Cherchons la base des vecteurs propres commune a A et H

{| ;35;}} L n’est pas une base de vecteurs propres
=L 2,

{| I/}}}_=1 b s est une base de vecteurs propres de H . Est-elle aussi base de vecteurs propres
de A 7

5 0 1 O\ .»'O'\I h .»'1 )
1
Non car A|V2)=A|¢2}=F 1 0 1|1 = 0 |=cl|¢)
2 2
o 1 ollo} 1)

{| FI';}}_ est une base de vecteurs propres de A. Est-elle aussi base de vecteurs propres
i=1.2.3

de H ?

1 1)

10 20 A2 NS
H|W)=ho 0 3 O 0 |=3hw| 0 |=3ho|W)
L2 o 1} 1 1

- l v i ™
1 0 23| < 2
1 1
H|w,)=hw| 0 3 0 — |=3hw| — = |=3ho|W,)
2 o 1| VY2 V2
. 1 1
. 2 A '.\JE/I
S T 10
1 o 23y 2 | 2
—1 -1
H|@,)=ho 0 3 0 ‘ —= |=3ho| o= | =3ho|W,)
2z o 1) e .
. ry i | 1
w2 ) "‘ ﬁ_’.

Oui {| FI’;}}_=1 ,, ost aussi base de vecteurs propres de H

Reésumons les résultats pour {| FP;}}

i=1,2.3
Vecteur propre de A valeur propre valeur propre AH
associée a A associee a H
- 1 1 . 3heo (0.3hw)
Wi» = — > - > =
W1 Jz_lrlu ﬁldas M= 0
|Wa> = l|¢,1>+i|¢2>+ 3l (h.,3how)
2 Ng .
. he=h
— >
> 93
|W3> = l|¢1> - L|¢2>+ 3o (-h.3he)
2 N3 .
1 r3=-h
— >
> 193
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Or a chaque couple de valeurs propres correspond un et un seul vecteur propre.

Donc la base des ” W;)}_=l ,, estune base de vecteur propre commune a A et H et elle est

unique. Donc {A. H} est un ECOC.

7 Le systeme physique a maintenant évolue dans le temps.

a- Donner I'expression pour |w(t)= au temps. t. different de zero. |l,{f(0)> = |§eﬁ1>

Pour obtenir |r;f(.r‘)} . 'wr . on doit appliquer 1"opeérateur evolution : |w(r}} = eTHt |¢£1}

MNous devons ecrire |¢£1} dans la base des vecteurs propres de H avant de passer aux
autres calculs.

%) = 75la) —zle)

) =—=|%5) +—=|73)
Y-y )| V2T

@)= (o) sy | = Sy S

w@)y="5 19y = 195)

b- Le systéme peut-il se trouver dans 1’état |[d3>. si oui avec quelle probabilite.

(ol o) = | 55l - J—I@J AR

-l g5 o)+l
1 &% 1 e ™
BN AN AN AN

Le systéme ne peut pas se trouver dans 1’état |[$p3> sa probabilité est nulle.

c- A quel instant. t=0. le systéme ne peut se trouver que dans 1’état |¢1>

| () = [ﬂﬂm J"'MJ }"’ﬂm J—Isﬂg}ﬂ
At e A I8

= %(e"‘“ +e ' ]|¢l>+%{—em +e ™ )|¢) = coswt @) —isin ot | @)

N . .. T
le systéme ne peut se trouver que dans 1°etat |d1> si siner =0 — of = 1T —=f =
o]
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