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SMP 5 - Module 28

Travaux dirigés de mécanique analytiqgue
Correction de la série N° 3 : Formalisme de Hamilton

Exercice N° 1

On considere une barre AB homogene de v
longueur 2a et de masse m dont I'extrémité A est |
attachée a un ressort de constante de raideur k.
L’extrémité A est assujettie a se déplacer sans
frottement sur l'axe Ox d'un repere R(Oxyz) o
supposé galiléen. On repere la position de A le
long de Ox par OA = Xx. La barre AB reste dans le
plan vertical Oxy et fait un angle 0 avec la verticale
passant par A, voir figure ci-dessous. On négligera
la longueur a vide du ressort.

1- Montrer que la barre admet deux degrés de liberté.

On utilise les coordonnées généralisées x et 0.

2- Etablir les expressions de I'énergie cinétique T et de I'énergie potentielle V de la
barre AB. En déduire le lagrangien L est les équations du mouvement.

3- Déterminer les moments conjugués px et pe relatifs aux coordonnées généralisées x
et 0.

4- En déduire le hamiltonien H et retrouver les équations du mouvement.

Correction de l'exercice N° 1

1- Le mouvement de la barre est repéré par les Y
trois coordonnées du centre de gravité de la o
barre situé a son milieu et trois rotations.
Comme le mouvement de la barre a lieu dans Q.
le plan vertical ce qui réduit les rotations a une

seule repérée par 0. Quant au centre de y

) - Gt
gravité, que l'on note par G, sa position est
repérée par

0C = {xG = x + asinf
Ye = —acosO

Ou x¢ et yc sont les coordonnées de G. Aussi,
on voit que la position de G peut étre repérée par x et et donc le mouvement de la
barre est complétement repéré par x et 0, ce qui montre bien que le nombre de
degrés de liberté est égal a 2.

2- En appliquant le théoreme de Koenig, '’énergie cinétique de la barre est
T = 2mv? + 2167
2™ T3
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N . a . .
ou Vg est la vitesse du centre de masse et [ = m— est le moment d’inertie par

rapport a Gz. Calculons Vg :
—_— L= A 9 e . .
V; = {xa , Xx+a _COS = V¢ =4i%+ a?6? + 2ax0coso
Ve = aBsinf

ce qui donne pour I'énergie cinétique
1 . . 1 :
T = Em(:’cz + a®0” + 2ax6cos6 ) + gmazez

Le bilan des forces est la force de rappel du ressort, F = —kX le poids P = mg et la

réaction normale de I'axe R_N) qui ne travaille pas puisqu’elle est perpendiculaire aux
déplacements de A. Aussi 'énergie potentielle associée au poids et a la force de
rappel est

S 5 1
dV = —F.dA— mg.dG = kxdx + mgasinfdd =V = Ekx2 + mgacosf + V,

Vo est déterminée a partir des conditions initiales. On peut prendre Vo = 0 sans que

cela n’influe sur les équations du mouvement ou prendre
Vx=006=0=0=-mga+V, > V, = mga

= V(x,0) = %kx2 + mga(1 — cos0).

Le lagrangien est ainsi donné par

1 . . 1 i 1
L=T-V= Em(a’cz + a%0? + 2ax0cos0 ) + —ma*6? — skx* — mga(l — cos)

6 2
A partir de I'expression de L, nous avons

oL -
ox x
oL )
— = mx + ma6BcosO
ox
oL _ c0sind ino
Fr i max0sin mgasin
oL ) _ 1 . 4 ) )
— = ma®0 + maxcosd + —ma?6 = —=ma?6 + maxcosb
00 3 3
Les équations de Lagrange sont comme suit
oL d oL . . o
— ——— = —kx — m¥ — mafcosf + mab?sinf =0
dx dtox
oL _ 2O maibsing n0 + =ma? — ma(icos6 — #0sind) =
30 dtag max0sin mgasin 3 ma ma(Xcos x0sinf) =
4 .
= — §ma29 — mgasind — maxcosf = 0

ce qui donne pour les équations de mouvement
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k .. .
X+ —x = a(fcosO + 6%sind)

. 3
0 + 12 (gsin@ + Xcos6) =0

3- Etablissons les expressions des moments conjugués

L _ :
Dy = 3% mx + mafcos6

oL_4 20 + maxcos6
= —=-ma maxcos
o= 963
4- Le Hamiltonien est ainsi donné par

H= p,.%x+ pg.60—1L

) 4 ) )
= mx? + max0cosf + §ma202 + max0cosb

1 . . 1 . 1
— Em(a’cz + a?0? + 2axfcos0 ) — Emazez + -=kx? + mga(l — cos8)

2

1 . . 1 . 1
= Em(a’cz + a?6? + 2ax6cos ) + gmazgz + Ekx2 + mga(1l — cos8)

1 . B 1 . 2 .1
= Em(x2 + a%6? + 2ax0cos0 ) — Ema29260529 + §ma292 + Ekx2
+ mga(1l — cos6)

| .. 4 1

=Zim+§ma292(§— cos%0) +§kx2 + mga(l — cos®)

Remarquer que dans le cas ou I’'on ne peut pas exprimer directement H seulement en
fonction des coordonnées généralisées et des moments conjugués, on part du
systeme d’équations définissant les moments conjugués et on en tire les expressions
X = f(x,0,p,p9) et 0 = g(x,0,p,, pg) et on les substitue dans I'expression de H.
Dans ce cas, il reste a exprimer # en fonction des moments conjugués et de la
substituer dans H. En utilisant le systeme d’équations exprimant les moments
conjugués, on en tire

= mx + mafcos6 acosOp, = macos6x + ma?6cos?6

4 =

Dy = §ma29 + maxcosf Pe = §ma29 + maxcos6

Px

= py — acoslp, = ma29(§ — c0s%0)

. pg — acosfp,
=0 =

4
ma? - cos?0)
ce qui donne pour le Hamiltonien exprimé en fonction des coordonnées généralisées

et les moments conjugués
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1 1 1
H=—+—— - Op,)? —kx? 1 — 0
> + maZ (pg — acosOp,) (%_ 0s78) + > + mga( cos0)

Les équations canoniques donnent
OH  px N —cosO pg — acosOp, Dy

P = < — afcosb
dpy m  ma 3 — c0s* m

. J0H . 5 12 o

b, = — o = —kx = m(x + afcosl — a9251n9) = —kx

et qui n’est d’autre que la premiere équation établie auparavant.
Pour le systeme des équations canoniques en 6 et pg, il faut les faire chez vous.

Exercice N°2

On considere un électron de masse m et de charge -e soumis a l'attraction
électrostatique d'un noyau +Ze. On considere que le référentiel 1ié au noyau est

galiléen. On utilisera les coordonnées sphériques comme coordonnées généralisées.

Ze?

1- Ecrire le potentiel V(¥) en coordonnées sphériques (r, 8, ¢). On poserak = yo—
0

2- Ecrire le lagrangien du systéme L(r, 0, @, T, 0, @, t).

3- Donner I'expression du Hamiltonien H(r, 0, @, p;, e, P, t). Que représente-t-il ?
Est-il conservé ? Justifier.

4- Trouver une autre constante du mouvement. Quelle est son interprétation ? Cette
constante peut étre choisie égale a zéro. Pourquoi ?

Montrer que ce choix est équivalent a prendre ¢(t) = constante V t. Avec ce choix,
donner I'expression du nouveau Hamiltonien.

5- Ecrire les équations de Hamilton et identifier une nouvelle constante du
mouvement.

6- Montrer qu'un mouvement circulaire est possible. Donner le rayon rc du cercle en
fonction des données initiales ro et 0. En déduire I'expression de la vitesse angulaire
a communiquer a I'électron pour que rc soit égal a ro.

Correction de l'exercice N° 1

On considere un électron de masse m et de charge -e soumis a l'attraction
électrostatique d’'un noyau +Ze. On considere que le référentiel lié au noyau est
galiléen. On utilisera les coordonnées sphériques comme coordonnées généralisées.
1- Le potentiel V () est donné par
R 1 —Ze? k
Vi) = ey T - r
2- Notons par R(Oxyz) le repere lié au noyau. Les vecteurs de la base sphérique

(e, eq, €,) sont en rotation dans R avec le vecteur rotation O= ¢k + fe,, ol Kk est

le vecteur unitaire selon Oz. Si la position de I'électron e a I'instant t est M, alors
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V(M)=7 = R=rer+ rWR =re,+ rQlAe,

=1e, + r@sinfe, + reg

= V2= 12 + r2(¢?sin?6 + 6?)

ce qui donne pour I'énergie cinétique
1 .

T = Em[f”z + r2(*sin?0 + 62)]
Quant a I’énergie potentielle, comme le poids de I'électron est négligé, elle est réduite
a I’énergie potentielle V(r) ce qui donne pour le lagrangien

: 1 : k
L(r,0,9,7,0,¢,t) = Em[fz + r2(p°sin?6 + 62)] + "

3- Pour établir 'expression du Hamiltonien, calculons d’abord les expressions des
moments conjugués :

p. = a_L—mf‘ = r Pr
T oar o m
oL ) Po
= — = 29 = 0=—2
Po 00 mr mrz
oL o - Po
Py = 5g = mriSin 0P = §= o

Et

H (r,e,go,pr, Py:D t) =D,T+ g0 +D,.0— L(r.0,0,7,0,0,t)
= mi? + mr?0? + mr?sin
1 . k
- Em[fﬂz + r2(p*sin®0 + 62)] — -
1 . k
= Em[f“z + rz(('pzsinze +02)] - -

2
_p’ v P, _k

2m  2mr?  2mrisin? r
H(r,0, @, p,, Po,Py; t) représente l'énergie mécanique de I'électron. Comme

H(r, 0, @, p,, Po, Py; t) ne dépend pas explicitement du temps, il est conservé.

4- Si 'on observe I'expression de H(r, 0, @, p;, Pg, Py; t), on remarque que ¢ est une

: . . . oH .
variable cyclique, ce qui implique que p, = — % 0 = pg, est conservée. p,, est

la composante du moment cinétique de I'électron selon Oz. En effet, le moment
cinétique est donné par

& =0M AmV = —mr2¢sinfeg + mrife, = . k = mr2sin?0 = Py
On sait que le moment cinétique est constant étant donné que la force coulombienne
est centrale. On peut choisir les conditions initiales de maniere a ce que le moment
cinétique soit perpendiculaire a k et donc Po- P =0=>¢ =0 > @) =
constante Vt.
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L'expression de H(r, 0, @, p,, Pg, Py; t) devient alors

2 2
_ pr p@ k
H(r6.00, Py Py t) = 5ot 5
5- Les équations canoniques de Hamilton sont données par
. OH p;
"= ap, m
9° _ 0H _ Po
~ Opy mr?
. oH pgz k
Pr="3; mr3  r2
_ 0H . .
Po == 55 = 0 = py = Cste = mr20 = mry20,

—

et la nouvelle constante est p; = mr?6 = & e, et donc qui n'est d’autre que le
€y-
6- Le mouvement de I'électron peut étre circulaire si I'’équation ¥ = 0 est cohérente
avec les équations canoniques de Hamilton. En effet, 7 = 0 = p, = 0 et donc
p- = 0, ce quiimplique
2 2
Do k Do
———+ =0 = r=r,= — = C(ste

mr3 12 ° mk
Ce qui est vérifié puisque pg = mr'o2 0, est constant. Donc un mouvement circulaire
est possible. La valeur de r¢ en fonction de ro est obtenue comme suit

moment cinétique selon

4y 2
mr, 0,

k
Ainsi la vitesse angulaire a communiquer a I’électron pour l'installer dans I'orbite de
rayon rc =rp est

e =

Y
mr, O ) k
p=T % g,—

Filiere SMP/ Session 5 Mécanique analytique & vibrations Prof. El Ouardi El Mokhtar 2017/2018



