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Objectifs pédagogiques
Savoir écrire le Lagrangien pour n'importe quel systéme mécanique qui contient des
Liaisons et résoudre le probleme.

[- Equations de Lagrange

Les équations de Lagrange, dites aussi équations d’Euler-Lagrange, décrivent la
dynamique du systeme par le biais d’'une fonctionnelle que I'on appelle la fonction de
Lagrange et que I'on note:

L (qiﬂ ql ’ t) (2 O)
et qui est homogene a une énergie.

Lagrangien d’un systéme

Lagrangien Energie cinétique  Energie potentielle

Deux approches pour établir les équations de Lagrange :
e a partir du principe fondamental de la dynamique : on utilisera dans cette
approche les notions de forces généralisées, accélérations généralisées et du
travail virtuel.
e a partir du principe variationnel : a partir duquel on définira le principe dit de
"moindre action" ;

Le principe d’Alembert en dynamique s’écrit :

N — N N
— ar« Fa or« 0
E m,y — E =
* dq; dq;
a o

Onadonc:

mg,y“ = Q;

Intégrons par parties le terme de droite :
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S 9 xod[ - 0r¢ . d (0%
Z m(,‘y"‘a—qi = Z ai (mar“. aqi> — m,r% i (6_(1,> (2.1)
Nous allgns maintenant ét:blir les deux relations suivantes,
ord  ard
a4, 9q;

d (or®\ @ (dr
dt\dq;/ 0q;\ dt |’

Pour les remplacer dans la relation précédente (2.1)

Or
n —_— —_
V@ — r_'& _ ar®  or“
~ T Lo 3. ot
OV“ _ 6r“ 2.2)
aq, 9dq;

Ainsi nous avons:

—_— n —_— —_ n —_— —_— —_—
d <6r“> B *re  9*r« d art  or« Ve

+ = + =
di\dq;) ~ £;9q;0q; " " otdq;  9q;\ £ 0q; " " ot | B
9 [dre
=aq\ar | &
Revenons a I'équation (2.1):
g _id o, - d (9%7) -
i=1 .., n; e\ 5. m,re. 3, " Q; (2.1)

Avec les relations (2. 2) et (2.3) que nous venons de démontrer, le terme des forces
d’inertie devient :

i1 _zN:d . of, - (ard\
i=1, ..., n; T m,r a4, m,r aa, = Q;
[0 4
g .id _ ¢ _ (o
i=1, .., n; T m,v 3, m,v aa, = Q;
[0 4
ad

vi=1 d . 1 Z B
=5 'dt aq, £ mv<” T 9q; 2.2 mvd = @,

En notant T la somme des énergies c1net1ques de toutes les parties mobiles :

Vi< 1 .d(aT) oT 0 24
L= )t ’dt aql aql Ql( ) ( - )

Remarque : on peut obtenir ce résultat en utilisant I’expression de I'énergie cinétique
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L’énergie cinétique totale du systéme :

T—l o —2 BT_ i _daﬁ_ Z _a,ar“
2 LM a4, L. aq, ST
a=1 a=1 1
N N
d <6T) 2 (_da — av“) Z _a,ara+ aT
dt \aq, — 7 dq; aq; —  “ dq; 0q;
a=1 a=1
n n N N
= S () -y 3 (3 ma ) a7 3 mart
dt a(]l aql r B . may a l r B may r
i=1 i=1 \a=1 a=1
n N n
> (G605 )87 = ) may® 6 ) 0.8
i=

Zmay 8% — zF 8r% = Z(may a) 8re

Si tous les 8q; independants (Systéme holonome) :
d (OT) oT —0
at\oq,) “aq, 4T

1- Equations de Lagrange : Cas de forces conservatives
Lorsque toutes les forces F dérivent d’une énergie potentielle totale V, les forces

généralisées s’écrivent :
N

Qi = z _Vav-ara L (2.5)
= aq; aq;
Les équations de Lagrange deviennent :
victoen LA (I (YY)
dt\dq, aq; 9q;

NB: L’énergie potentielle totale V (q, t) ne dépend pas de la vitesse généralisée q,,
nous pouvons ajouter le terme nul g—; a I’équation précédente:
Vi=1,....,n i( 6‘ T—V)) —( 9
dt\dq, daq;

Définition : Lagrangien
La fonction des n coordonnées généralisées g;, des n vitesses généralisées ¢, , et du

temps t:
L(qqt)=T-V
est appelée fonction de Lagrange ou Lagrangien.
Remarque : Par l'intermédiaire de 1'énergie potentielle V, le Lagrangien dépend du
choix de 'origine des énergies potentielles.
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Nous obtenons les n équations de Lagrange (1788) :
. d (0L oL\
Vi=1,....,n E(aqg) _<6qi>_0 (2.7)
Ces n équations différentielles sont du second ordre par rapport au temps. Chaque
intégration faisant apparaitre une constante, il faudra spécifier 2n conditions initiales

pour déterminer les n coordonnées généralisées indépendantes : n conditions
initiales pour les (, et n pour les q;.

; Euler | fLagrange;

Exemple : Masse glissant sans frottements sur un plan incliné
Une masse m glisse sans frottements sur un plan incliné.
Quelle est I'’équation de son mouvement ?

AN

a.

Figure 2. 1. Masse glissant sans frottements sur un plan incliné

En prenant l'origine de I’énergie potentielle de gravitation au sommet du plan incliné,
le Lagrangien a pour expression :

1
L=T-V= qu2+mgqsina

L’équation de Lagrange s’écrit :

d /0L L
E(aql) - ((')qi) =0
d | .
a@ (mq) — mgsina =0

q —gsina =0
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2. Energie potentielle généralisée

Lorsque les forces sont engendrées par une énergie potentielle généralisée U(q, q,t)

telle que,
_ d (BV) (0V) 28
=5 a4, aq; (2.8)

Alors, a partir de I'’équation (2.7):

o d /9T aT\
Vi=1,....,n E(aq}) _<aqi>—Qi

_ d /9T aT d VvV av
vi=1...n E(aql) _<aqi>=5<aql> _(f’qi>

vi=1 @1 ~ (o )=
t=1...n - ati,( ) aq, =

En définissant le Lagrangien généralisé par L = T — U, nous retrouvons les
équations de Lagrange (2.7):
. d /0L oL
Vi=1,....,n E(Oq’l) —(aqi>=0 (2.7)
Exemple : Particule chargée en mouvement dans un champ électromagnétique

Le champ électrique E et le champ magnétique B dérivent du potentiel scalaire
¢(r,t) et du potentiel vecteur A(7, t) :

B=VAA
Ou le produit vectoriel de l'opérateur nabla avec le vecteur A est le vecteur

rotationnel de 4. Soit q la charge électrique de la particule, et soit v sa vitesse dans le
champ magnétique. Sur cette particule s’exerce une force électromagnétique, appelée
force de Lorentz, dont le modele expérimental a pour expression :

- = N — aK — A
F=q(E+V AB)=q|-V¢ — P A (VAA)

En projetant sur les axes :

;
F = q(—(V), - ) +7 A[(VAK)] )

) +7 A (V/\A)] }

N

- Q{_(V(I))z

F = q{-(Vo), - <

2|§1 2|§

) +7 A[(VAR)] }

Par exemple, pour la composante en x :
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Fo— 103 an+ aAy 0A, ((')Ax aAZ>
=AY ek T oy 3z ox
Or,
ia - A 0A A, oA,
*Tat ox dy az ¢
da, _0A, 0A,  9A, A,
= + X
dt ot ox 0z
9A, dA, @A, dA, A,
at  dt ox * @y Y 9z =
Nous donne :
ad dA, 0A, A, A, dA, @A,
F,=q|—— — Tx Wy
T T Tar T ax T ay v T ez TV \ax T oy
9A, 9AN] ap dA, 9A, dA, dA,
B (az ax)]_ < dx dt+ax"x+ﬁ"y+§"z
ab 0 dA, . a .
| R R - -A)‘a[a—vx(v-“)]}
a - —_> d - —_>
= ——la(¢ - 7.4) +a{a—vx [a( - V.A)]}
On pose,

V=q(¢p - A. V) : Qui est I'énergie potentielle généralisée qui engendre la force de

Lorentz :
P d (OV) <6V) 29
* T dt\dv, dx (2.9)

En prenant un Lagrangien généralisé,

1 R
L=T-V= Emv2 —q(p—A7) (2.10)

On retrouve les mémes équations de Lagrange.

3. Forces ne dérivant pas toutes d'une énergie potentielle.

Lorsque les forces ne dérivent pas toutes d’'une énergie potentielle, les équations de
Lagrange s’écrivent,

_ d /dT\ /aT

Vi=1,...,n E(aql) —(aqi)= aql anc 5 (21D

Vi=1,..,n i(aL) —(aL)=Q'-“ (2.12)
eon zlew) ~(5) = @ .

Dans lesquelles le Lagrangien contient les énergies potentielles de toutes les forces
dérivant d’'une énergie potentielle indépendante des vitesses généralisées.
Avec;
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IR
0r = ) flieo (2.13)
i=1 L

Q7¢ : Force généralisée non conservative
Exemple. Forces de frottement sec

Soit une masse m glissant avec frottements sur un plan incliné d’un angle a.

Figure 2. 2 : Masse glissant avec frottements sur un plan incliné
Quelle est I'’équation de son mouvement ?
On prend comme modele de forces de frottements cinétiques, une force
proportionnelle a la composante du poids qui s’exerce sur le plan incliné, et
s’opposant au déplacement de la masse :

—

- v
f= —umgcosa —
v
En utilisant la coordonnée généralisée q, I'énergie cinétique s’écrit :
T L ng?
= -m
2 Mq

(La coordonnée y ne peut étre prise comme coordonnée généralisée car X
apparaitrait dans I’expression de I'énergie cinétique). Le Lagrangien s’écrit :

1
L=T-V= quz + mgq sina
L’équation de Lagrange s’écrit :

ala) ~(Gg)-e

d md) L= or
a mq mgsina = f. 9
q — gsina = —ugcosa

Exemple. Forces de frottement visqueux
Les forces de frottement visqueux proportionnelles a la vitesse, s’écrivent:

4 —
f=—w
Nous pouvons les réécrire sous la forme :

- 1
f= -9, G
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Avec ¢ la fonction de dissipation de Rayleigh, définie par,

_1 2
¢—2uv

.
Nous avons : f=-v,¢
En partant de la définition des composantes de la force généralisée, nous avons :

anc - Z , . ?,:1

En utilisant la relation suivante,

are v
aqi - aql

Et on écrit

Qe = — Zv 0.2 aql ai

Les équations de Lagrange s’écrlvent alors,
Vie1 d(ﬂL) (aL) i 1) _o
[ e o a4, aq,) t 94,

pour lesquelles il faudra spécifier les fonctions scalaires L et ¢.
Exemple

Soit une particule se déplacant dans un fluide, dans le champ de pesanteur
terrestre. La force de frottement est supposée proportionnelle a la vitesse, par
conséquent la fonction de dissipation a pour expression :

1
¢ = Zn(E* +57)

En prenant le zéro de I’'énergie potentielle au fond du fluide, le Lagrangien s’écrit,

1 .
L=T-V-= Em(x2+y2)—mgy
Les équations de Lagrange s’écrivent :
d (0L oL 6([)
J dt (5) B (6x) ax
d (0L oL aqb
(55) ~(55) 55 -
mx +ux=20
{mj'l +mg+uy =0
4- Forces de contraintes généralisées

Soit un systeme a n degrés de liberté, donc a n coordonnées indépendantes, dont
toutes les liaisons sont holonomes. L'emploi des coordonnées généralisées fait
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disparaitre les forces de liaison. Cependant, on peut ne pas les utiliser et conserver n
+ k coordonnées g; non indépendantes, et trouver I’expression des forces de liaison.
Les k équations de liaison holonomes sont telles que :

Va=1,....,k f%(qq, ., Qe ) =0 (2. 14)
Imaginons un déplacement virtuel du systeme, donc a temps constant. Si ce
déplacement virtuel est compatible avec les liaisons, alors I’équation de liaison est
encore valable dans cette nouvelle position :

Va=1,....,k f%(q; + 894, -, dn+k + Oqn+1ot) =0 (2. 15)
Ou t ne varie pas. La différence entre (2.14) et (2.15) est nulle :
Va=1,....,k f*(q; + 694, -, dn+k + O9n+10t) — f*(q, o Qpeo ©) = 0
Va=1,....,k 8:£%(qq, v, dpto ) = 0

qui est la variation a temps constant de chaque f%, et qui s’écrit :
n+k

of*
= aq;
Appelées forces de contraintes instantanées.

A partir de I'équation (2.4), I’équation de la dynamique valable pour tous types de
contraintes et de coordonnées s’écrit,

>[40 (@) + > (%) Jsuno
dt aql aql Z," \og;) |
a=1
Ou les 6q; ne sont pas indépendants. On suppose sans perte de généralité, que ce sont

les n premieres coordonnées g; qui sont indépendantes.
Les coefficients devant les n premiers 6q; sont donc nuls :

Vie1 d (6T> (6T)+2N:ﬁ<ar7> 0
i=1,....,n —(— — =
dt\oq, 0q;) L4 \0q;),

Les forces sont au maximum au nombre de n, une force (une composante) par

8q; =0 (2.16)

degré de liberté. Ajouter des coordonnées superflues n’ajoute pas de forces. On
suppose donc a nouveau sans perte de généralité que ces forces s’expriment en
fonction des n premieres coordonnées, supposées indépendantes (voir la remarque
dans I'exemple ci-dessous).

On retrouve alors les forces généralisées Q; ,etl'ona:

vi=1 d ((')T) <6T) _o
i=1,....,n at\aq, 34, Q; =
Si bien qu'il reste :
n+k
>, [alag) - (5] #a =0 217
i=n+1
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Les n premieres coordonnées étant supposées indépendantes, les n premiers §q;
dans la relation (2.16) sont indépendants, et leurs coefficients respectifs sont nuls
afin que la somme soit nulle :
of
0q;
Les équations de liaison ne sont donc pas des fonctions explicites des n premiéres
coordonnées. Il reste :

Va=1,....,,k i=1,....,n

=0 (2. 18)

n+k

of“
aq;

i=n+1
En introduisant k multiplicateurs indéterminés A, entre I'équation (2.17) et les k
équations (2.19), nous obtenons :

n+k k n+k
3 [aer) ~(Gmlsn- 30 3 o
£, lat\ag,) “\ag)1° T L% L 3

i=n+1

n+k k
z d(éT) (BT) zl af« ba. = © 2.20)
L. |dt\aq,) ~ \agq; “aq |7 |

i=n+1 a=1

Va=1,....,k

=0 (2. 19)

Les conditions sur les multiplicateurs A, pour que chacun des k termes soit nul sont
les suivantes :

vimmt ek S ()30 g
i=n T ) —(=—] — — = .
dt\dq,/ \dq; " 0q;

Les équations de la dynamique sont données par le systeme d’équations suivant:

Vie1 d(aT) (aT) 0, =0
i=1,....,n —\5=) - — Ui =
a4, aq; '

dt
Vi t1 ik d(OT) (OT) zk:/l of« 0
i=n . ] —— - — — =
dt\dq,/ \dq;) Ly " aq;

La relation (2.18) permet d’écrire ce systeme d’équations en une seule équation
ayantunindiceiallantde1an+k.

vi=1 e (aT) ( ) za M _ o @22
i=1,....,n — = :
dt\dq, dq; “aq;

Cette équation montre que les A 9, f sont homogenes a des forces généralisées. On les

appelle forces de contraintes généralisées.
Lorsque toutes les forces dérivent d'une énergie potentielle indépendante des

vitesses généralisées,
N

or?\ V(gD
ZF (aq) -0 (2.23)

a=1
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. av(q,
on peut ajouter le terme nul #

L

, et en utilisant la définition du Lagrangien

L =T — V,nousavons:

vistomek SO (B0 g
L= ,....,n dt ] aaqi_ ( )
a=

aql aqi
Exemple. Un cylindre de masse m et de rayon r, roule sans glisser sur un plan incliné
d’un angle a. Quelle est I'’équation de son mouvement ?

Figure 2. 3 : Cylindre roulant sur un plan incliné
Soit O I'angle de rotation du cylindre. Sans glissement, la distance sur le cylindre
r0 est égale a celle parcourue x. La condition de roulement sans glissement s’écrit
donc,
re—x = 0 (2.25)
La liaison est de la forme,

f(x,0) =0
Avec
of
P = —1
of
30 - r

En choisissant x — r@ = 0 les signes seraient inversés. Il n’y a qu'un seul degré de
liberté, mais nous utilisons les deux coordonnées x et 0 reliées par I'équation de
contrainte (2.25). L’'expression de |'énergie cinétique comporte un terme en
translation et un terme en rotation,

T = %mxz + %]92
dans laquelle on conserve les deux variables x et 0. En choisissant 'origine de
I’énergie potentielle au sommet du plan incliné, le Lagrangien s’écrit :

1, 1., i
L=T -V = me +E]0 + mgxsina

Remarque : On peut aussi choisir indifféremment de prendre :
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1 ., 1 ., .
L=T -V = me +E]9 + mgrosina

Les équations de Lagrange s’écrivent,

d /0L oL B Aaf
dt(@)’() (ax)_ 0x

d (6L) <6L) B Aaf
dt \9 90) 08

d
I (mX) — mgsina = —A
£ 06) =
G Vo) =
mX — mgsina +A =0
6
A =2
r
L’équation de liaison (2.25) donne,
rf = x
rf =i
D’ou A= 12 ;
r

mr2i
J
{%(mrz +J) — mrigsina =0
A(mr? +]) —mjJgsina =0

(. . X
imx— mgsina +]r_2= 0

—mgsina+ A =0

X mrz - 0
X — sina =
mr? +]g
A= mgsina
k mr? + ] g

Pour un cylindre plein, de longueur |, le moment d’inertie s’écrit,

" 1 1
Ji =jff r2dm = pf r22nrldr = —par*l = —mr?
v o 2 2

L2 —0
X — zgsina =

1
A= 3 mgsina

et |'on obtient,

Les forces de contraintes généralisées s’écrivent,

Mécanique Analytique & Vibrations Prof. El Ouardi El Mokhtar
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af
fx _Aa_x
af
fo= 455
1
fr=— §mgsina

1
fo = §rmgsina
fy est la force de frottement sur la ligne de contact du cylindre avec le plan incliné.
fo est le moment de cette force de frottement par rapport a l'axe du cylindre, qui
provoque la rotation du cylindre sans glissement.
Pour un cylindre creux, de longueur |, le moment d’inertie s’écrit,

Ji =r2ﬂV dm =mr?

1
X — Egsina =0

1
A= 5 mgsina

et ’on obtient,

Les forces de contraintes généralisées s’écrivent,

1
fr=— Emgsina
1 .
fo = Ermgsma

On vérifie que 1'on obtient le méme résultat en utilisant directement I'’équation de
contrainte dans l'expression de I'énergie cinétique. Par exemple pour le cylindre
plein:

1 1 . 3

T = mez + Zmrze2 = mez

. Lo 3. .
Le Lagrangien s’écrit : L= mez — mgxsina
L’équation de Lagrange s’écrit :

d oLy oLy _
alw) (5"

d/;3 . g
dt (2 mx) mgsina =
2

X —=gsina= 0
3
5. Liaison non-holonomes

Lorsque les liaisons sont non-holonomes il n’existe pas de méthode générale pour
éliminer les coordonnées superflues. Cependant, dans le cas particulier ou elles sont
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données sous forme différentielle non intégrable, on peut éliminer les équations de la
dynamique dépendantes grace aux multiplicateurs indéterminés de Lagrange.
Considérons un systeme a n + k coordonnées dépendantes, dont les k liaisons non-

holonomes sont données sous la forme :
n+k

Va=1,....,k Zaia8q1+aitdt= 0 (2.26)
a=1

Ces équations différentielles sont supposées non intégrables, car sinon on se
ramenerait au cas de liaisons holonomes. Par exemple, la condition de roulement
sans glissement de I'exemple 3.5 est intégrable. Qu’il y ait glissement ou non, la
vitesse d’un point quelconque du cylindre est la composition vectorielle d’'une vitesse
de rotation autour de I’axe du cylindre, et de la vitesse en translation du cylindre. En
I'absence de glissement, la vitesse en rotation et la vitesse en translation des points
au contact du plan incliné sont égales en norme (et en direction, mais de sens
opposé) :

re = x
Cette liaison s’écrit sous forme différentielle,

rd@ —dx =20
Les coefficients a;; et ait s’écrivent donc (une seule liaison donck = 1) :
ag =T

a, =—1

{ a, =0
Elle s’integre en une équation holonome,

0 —x=0

Ou la constante d’intégration est choisie nulle. Pour le cas des eéquations
différentielles non intégrables, les déplacements virtuels ayant lieu a temps constant,

nous avons,
n+k

Va=1,.... Kk z 2 8q; = 0 2.27)

i=n+1
Par analogie avec le paragraphe précédent, en introduisant k multiplicateurs de
Lagrange, lesn + Kk équations de la dynamique s’écrivent :

vi=1 +k d(aT) (6T> Zx 0 (2.28
1=1,....,1n dt aql aql Qi — djq = ( )

Lorsque toutes les forces dérivent d'une énergie potentlelle indépendante des
vitesses généralisées, nous avons :

vi=1 +k d(aL) ( ) ZA _ 2.29
1=1,....,11 dt aql aql a]o(_ ( . )
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[I- Propriétés du Lagrangien et des équations de Lagrange

1- Changement d'unités

Multiplions le Lagrangien par une constante A, nous avons :

vie1 d(éhL) (67LL)_0
i=1,....,n at\aq, 3q) =

vie1 d(@L) <6L)_O
i=1,....,n at\aq, aq) =

Les équations du mouvement sont invariantes lorsque le Lagrangien est multiplié par
une constante, ce qui correspond a un changement d’unités.

2. Caractere scalaire du Lagrangien

Les quantités considérées sont toutes des scalaires, et non plus des vecteurs comme
en mécanique de Newton. La mécanique analytique exploite directement le fait que la
plupart des forces en physique dérivent d'une énergie potentielle,
F=—gradV
rotF = —rotm V=20

Soit

0, F,(x,y,z) — 0,F,(x,y,z) = 0

azFx(x,y,z) - axFZ(xiin) =0

0. FE,(x,y,2) — 0,F.(x,y,z) = 0
Les trois composantes de la force F sont reliées entre-elles par trois équations, ce qui
explique pourquoi on peut les remplacer par 'unique scalaire V.

3. Additivité du Lagrangien.

Soient deux systemes physiques indépendants, d’énergies cinétiques respectives T
et T2, et d’énergies potentielles respectives Vi et V2. Pour le systeme global nous

avons .
T=T, + T,
V=V, + V,
T-V=T+ T)-W + V))=T— V) + (T, — V)
L=1,+ L,

La fonction de Lagrange est donc additive.

4. Invariance de jauge du Lagrangien.

Le Lagrangien est défini a la dérivée totale par rapport au temps d’une fonction f des
n coordonnées généralisées q; et du temps pres. Autrement dit, le Lagrangien,
df(q, t)

L' =L+
dt

(2. 30)
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Donne les mémes équations du mouvement que le Lagrangien L.
Montronsque Vi = 1,...,n:

d { 9 df(q, t)]} [df(q, t)]

dt(dq,  dt
En effet,
Ecrivons la différentielle de 0 f /0q; puis sa dérivée totale par rapport au temps :
TR YA P o P A
70) = 2. oax (a0 3 (5, 96 89,09, "1 * 3idg,
d /of S 9% 9%
5(00) - S
dt\dq; _1aqa6qi ataq;
Soitdonc Va = 1,...,n,
d (af>_ d(a -, of of
dt\aq,) ~ dt aq,[ (aqaq“) at
On écrit donc:
n n
d|d of of | 02f - 02f
at|3q, faqa"“) i aqaaqiq“ 3o,
oa=
d(a < of Z q ) a1
dt|aq, | 1(aqaq°‘) at aql 9qq @ (2.31)
oa=

Ecrivons la dérivée totale par rapport au temps de f

df = z f

z (aqa
On écrit (2.31) comme suit :
d (0 df(qt) df(q,t)
dt{aq, dt ]} aq; [ dt ] -
Alors : La fonction f(q, t) constitue une jauge pour le Lagrangien, qui est dit invariant
de jauge.

5. Covariance des équations de Lagrange par changement de coordonnées.

Lorsque nous avons établi les équations de Lagrange (2. 4), nous n’avons pas fait
d’hypothese sur le systeme de coordonnées utilisé. Par conséquent, quel que soit ce
systeme de coordonnées nous trouverons les équations de Lagrange. Les équations
de Lagrange sont invariantes de forme par changement de coordonnées.
Comparaison avec les équations de Newton.

Mécanique Analytique & Vibrations Prof. El Ouardi El Mokhtar 17



Université Cadi Ayyad Faculté polydisciplinaire Département de physique Safi

Contrairement aux équations de Lagrange, les équations de Newton ne sont pas
covariantes par changement de coordonnées. En effet, soit une particule soumise a
une force dérivant d’'une énergie potentielle V, les équations de Newton de la
dynamique en coordonnées cartésiennes (%, y) s’écrivent :

(mjc' _ aV(x,y)

0x
. 0V(x,y)

kmy B dy

Mais, en passant en coordonnées polaires (p, 0) :

(.. _9V(p0)

{mp * p
. av(p,0)
= - =557

6- Invariance du Lagrangien par changement de référentiel galiléen

Un référentiel est caractérisé par son mouvement relatif aux autres référentiels.

On lui associe une mesure du temps et un repere dans l'’espace. Ainsi, deux
référentiels se distinguent par leur mouvement relatif, et non par les reperes
auxquels on les a associés.

Les référentiels dans lesquels il n'y a pas de forces fictives sont dits galiléens ou
inertiels. En I'absence de champs de gravitation, les référentiels inertiels se déplacent
a vecteur vitesse relative constante les uns par rapport aux autres.

Soit u la vitesse relative constante entre deux référentiels galiléens. On note v la
vitesse d'une particule dans le premier référentiel et v’ sa vitesse dans le second.
Alors :

v=v +u (2. 32)
Dans le premier référentiel, le Lagrangien a pour expression,
L 1 2y
= -mv- —

2

et dans le second,
L' = 1mv’2 -V
2

En utilisant les relations (2. 32) et (2. 35) :
1 1 —_ —
L= Emv2 —V=Em13’.13’—V =§m(v’+ﬁ).(v’+ﬁ)—V
1

12 7 = 1 2 /
= Emv +mv’.u+§mu -V
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En se rappelant que la vitesse relative u est constante, du/dt = 0:

= zmv mdt r'.u 2mdt(u )

Les deux derniers termes sont des dérivées totales par rapport au temps de fonctions
des coordonnées et du temps. En utilisant I'invariance de jauge du Lagrangien du
paragraphe 4, nous pouvons les supprimer,

1
L= Emv’Z -V =L (2. 33)

et le Lagrangien est invariant par changement de référentiel galiléen.
7- Covariance des équations de Lagrange par changement de référentiel galiléen

Considérons deux référentiels galiléens R et R’ de vecteur vitesse relative constant u.
Supposons que I'axe Ox’ du second glisse sur 'axe Ox du premier, les axes Oy’ et 0z’
restant respectivement paralléles aux axes Oy et Oz. Si (X, y, z, t) et (X, Y/, Z, t)
désignent les coordonnées et le temps d’'un méme évenement par rapport a chacun
des référentiels galiléens, la transformation de Galilée s’écrit :

X' =x—ut
y' =y
2. 34
) (2. 34)
t'=t

D’apres la relation (2. 33),
L(x,v,t) =L'(x',v',t")
dL(x,v,t) = dL'(x', v/, t")

(i) oL JL oL’ =, oL 9L
adx + %dv + Edt = ax, dx’ + ﬁdv + ot dt
En différentiant la transformation de Galilée :
dt' = dt
dx' = dx — udt
et,
vV =v—u
dv' =dv
Donc:
oL JaL JaL oL’ oL’ oL’ oL’
adx + %dv + Edt = 37 dx — ax,udt + Fyo dv + EYY dt
Par identification,
aL adL
ax  ox'
oL odL
v v
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d (6L> (6L) B d (oL’ (6L>
dt \ov ax) dt\ov' ax’'

La nullité des équations de Lagrange dans un référentiel galiléen entraine la nullité
des équations de Lagrange dans tout autre référentiel galiléen. Les équations de
Lagrange sont donc invariantes de forme par changement de référentiel galiléen.
Comparaison avec les équations de Newton.
Montrons que les équations de Newton sont également covariantes sous le groupe de
transformation de Galilée. La masse est indépendante de la vitesse, donc m’ = m.
L’accélération est invariante par changement de référentiel galiléen, en effet :

x =x—ut

X' =%X—u

X' =X

donc ¥y’ = y. Les modeéles de forces sont aussi invariants par changement de
référentiels galiléens (le modele de force d'un ressort ne dépend pas de la vitesse du
référentiel dans lequel on meéne l'expérience), et 'on a ), F' = ), F. Si bien que la
relation fondamentale de la dynamique s’écrit dans le nouveau référentiel :

Z F=m"y

Elle est donc invariante de forme par transformation de Galilée. Aucune expérience
de mécanique effectuée dans un référentiel galiléen ne peut mettre en évidence le
mouvement de ce référentiel. C'est le principe de relativité newtonien.

L’'invariance du modele de force F implique l'invariance de I'énergie potentielle V
dont elle dérive :
F'=F
—gradV' = —gradV
Vi =V (2. 35)

I1I- Intégrales premieres du mouvement

Les intégrales premieres sont des fonctions des coordonnées généralisées g; et des
vitesses généralisées ¢,, qui se conservent au cours du mouvement. Une intégrale
premiere est donc de la forme :
f(q,q) = Cste

Ces équations différentielles sont du premier ordre par rapport aux variables g;, et
non plus du second ordre comme le sont les équations du mouvement. Ces dernieres
sont intégrées une premiere fois.

La résolution de I'équation du mouvement d’'un systeme mécanique ayant n degrés
de liberté nécessite n conditions initiales sur les coordonnées et n sur les vitesses,
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soit 2n constantes. Les coordonnées généralisées et les vitesses généralisées sont des
fonctions du temps et de ces constantes :

Vi=1,...n ¢ = qtq), ...q3,4 ....qY)
Vi=1...n ¢ = q¢tqd . 92,92, ....q)
Par exemple, nous avions trouvé q(t) = %gsinozt2 + got + qo. Il est toujours

possible d’effectuer une translation dans le temps, qui correspond a un changement
d’origine du temps :
T=t+1¢,

Cela permet de supprimer 'une des constantes (voir I'exemple 3.7), constantes que
I'on note C dans ce qui suit:

Vi=1,...,n q;i = q;(t,Cy, ..., Cop_q1)

Vi=1,...,n d, = q,(t,Cq, ..., Cop_1)
En inversant ces relations, nous avons :

vi=1,....2n—-1 C;i =Ci(q,9)

Nous pouvons par conséquent former au plus 2n—1 intégrales premieres du
mouvement pour un systeme a n degrés de liberté. Cependant, toutes les intégrales
sont loin de jouer un role d’égale importance en mécanique

Exemple 3.6. Masse glissant sans frottements sur un plan incliné Une masse m glisse
sans frottements sur un plan incliné.
Quelle est I'’équation de son mouvement ?

Figure 2. 4 : Masse glissant sans frottements sur un plan incliné

Pour n = 1 degré de liberté, il y a 2n — 1 = 1 intégrale premiere. La force de
pesanteur, seule force extérieure, dérive d'une énergie potentielle, donc I'énergie
mécanique est une intégrale premiere. Elle nous fournira une équation, pour une
variable, donc la solution q(t).

En prenant l'origine de I'énergie potentielle de pesanteur au sommet du plan incliné,
I'énergie mécanique s’écrit,

1
E=T+V= quz — mgq sina = Cste
Soit,
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dE_O
dt
d 1 ., . _o
i qu mgq sina) =
mqq —mgq sina = 0
q—gsina=0

Exemple : Pendule simple, plan
L’équation différentielle de I"élongation 6(t) du pendule simple de longueur p est la
suivante:
pO + g sin@ =0
Dans I'approximation des petites oscillations, on utilise le développement limité de la
fonction sinus a I'ordre un, sin 8 = 6. L’équation devient:
pOd+go=0
La solution de cette équation différentielle linéaire du second ordre est de forme
sinusoidale, fonction sinus ou cosinus au choix, la phase a l'origine des temps ¢,
permettant de passer d’'une fonction a 'autre :
0(t) = Asin(wt + @)
6(t) = Awcos(wt + @)
6(t) = —Aw?sin(wt + @,)
Ou ¢ = wt+ @gest la phase du mouvement oscillatoire. En remplacant dans
I”’équation différentielle, on trouve I'expression de la pulsation propre,
—pAw?sin(wt + ¢@,) + gAsin(wt + o) =0

wzig

p
Pour laquelle on ne conserve que la valeur positive. L'amplitude (élongation
maximale) A et la phase a l'origine des temps ¢, sont les deux constantes de ce
systeme a un degré de liberté :
6= 0(t,A ¢y
{9 = 6(t, 4, 9,)
En posant ¢, = wgt
0 = Asin(wt + wty)
{9 = Awcos(wt + wty)
puist =t + t,,
0 = Asin(wr)
{9 = Awcos(wr)
nous supprimons la constante ¢,. A I'instant initial T = 0,
O, =4
{9'0 =0
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etl'ona:
0(t) = 0ysin(wt)

Département de physique

A un facteur pres, I'intégrale premiere A n’est autre que I'énergie mécanique.
En effet, en prenant l'origine de I'énergie potentielle au point le plus bas de la

trajectoire :

1 A
E = -—mp?0% + mgp(1 — cosB)

2
02

Pour de petites oscillations cos 8 = 1 — 5

1 . 1
E ~ -—mp?6? + mgp(zﬂz)

2
Relation valable en particulier a I'instant initial :

E 1 A?
~ S mgp

1- Fonction énergie.

Safi

Dans le cas général, le Lagrangien dépend des coordonnées généralisées, des vitesses

généralisées et du temps explicitement, L(q, q, t):

dL(q, 4, t) = z (;3—;) dq, + z (:—;)

4

dL_Z oL _+Z oL -
dt ~ Li\aq) ™ Li\ag, )"

i
En utilisant les équations de Lagrange,

dL_zd aL _+Z aL _.+6L
dt ~ Luiat\aq, )™ Li\ag )T " Bt

i
si bien que,

d (Z ) L)
— g — — —
dt - ‘aq,
Définition : Fonction énergie

On définit la fonction énergie par:

dL
at

) . aL
h(q,q,t) = Zq ——L

= 1taq,

l
Nous avons alors :

dh 0L
dt ot

i

d

dt

Lorsque le Lagrangien ne dépend pas explicitement du temps,

(

oL

aq,

)

oL
T
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d
—h(g,q) =0
7 (q,9)

h(q,q) = Cste
et la fonction énergie se conserve au cours du mouvement.
Exemple : Masse glissant sans frottements sur un plan incliné
Une masse m glisse sans frottements sur un plan incliné. Quelle est I'équation de son
mouvement ?
Le Lagrangien a pour expression :

1 .
L= -mg* + mgq sina

2
Il ne dépend pas explicitement du temps, donc la fonction énergie se conserve :
1 1
h=q d_q_L = maq> -5 mg? — mgq sina = > mq? — mgq sina = Cste

Nous retrouvons l'intégrale premiere de I'énergie mécanique de I'exemple 3.6.
2. coordonnées cycliques

Définition : Coordonnées cycliques
Une coordonnée généralisée q; qui n'apparait pas explicitement dans le Lagrangien

(mais dont la dérivée par rapport au temps apparait), est dite cyclique ou ignorable :
JoL

aq;
Soit q; une coordonnée cyclique, en partant de I'’équation de Lagrange pour cette

variable,
d ( JdL ) ( JdL ) _o
dt \dq, aq;)

d (6L>_O
dt\dq,)

oL

3G, Cste
aq-]L est donc une intégrale premiere du mouvement.
Exemple :
En coordonnées cartésiennes, si la coordonnée x est cyclique :

JoL

Fri Cste
Si de plus I’énergie potentielle ne dépend pas de la vitesse :

1 odv,?
v, Ul 2™ v, — Mz

Notez que mvy est bien du premier ordre par rapport a la variable x.
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Par suite, mv, étant I'impulsion selon I’axe des x, notée p4, nous posons la définition
suivante :

Définition : Impulsions généralisées
Les dérivées partielles du Lagrangien par rapport aux vitesses généralisées,
oL

a4,

Pi =

Sont appelées impulsions généralisées.
L’'impulsion généralisée est a la base de la mécanique de Hamilton.
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